)

Haus 3: Umgang mit Rechenschwierigkeiten, Modul 3.1

,wWenn 6 + 6 gleich 12 ergibt, dann gibt 7 + 6 = 13 -
Aufgabenbeziehungen an der Einspluseinstafel erkennen
und nutzen - ein langer Weg

Mit Nachbaraufgaben beziehungshaltig rechnen

Bereits im ersten Schuljahr sollen die Schulerinnen und Schuler Zahlbeziehungen —
z.B. Nachbarzahlen — fur vorteilhaftes Rechnen nutzen konnen (LP NRW 2008, S.
62). Wenn Kinder uber diese Kompetenz verfigen, kdnnen sie sich die Ergebnisse
schwierigerer Aufgaben aus den Ergebnissen einfacher und deshalb frGh automati-
sierter Aufgaben erschlie3en. Als schwierig gelten im Allgemeinen die Aufgaben mit
Zehnerubergang, ausgenommen die Verdopplungsaufgaben. Soll nun z.B. die Auf-
gabe 7+8 gelost werden, kann das Ergebnis vorteilhaft Gber das bekannte Ergebnis
einer ,benachbarten” Verdopplungsaufgabe (7+7=14 oder 8+8=16) erschlossen wer-
den. Das Ergebnis der Aufgabe 7+8 muss um 1 grol3er sein als 14 (7+7+1) oder um
1 kleiner als 16 (8+8-1). Folglich muss es 15 betragen. Dieser Rechenweg wird als
.verdoppeln +1 (oder -1)“ oder auch als ,Fastverdoppeln® bezeichnet.

Die meisten Verdopplungsaufgaben im Zahlenraum bis 20 haben jeweils 4 solcher
,Nachbaraufgaben®, deren Losungen sich in der beschriebenen Art und Weise vor-
teilhaft ermitteln lassen.

Auch die 14 Aufgaben, deren erster oder zweiter Summand eine 9 ist (2+9 ... 8+9
und 9+2 ... 9+48; vgl. Abb. 1) kdnnen durch das Nutzen der Nachbarschaft zu den
Aufgaben mit 10 beziehungshaltig gelost werden: 4+9 = 4+10-1; 9+7 = 10+7-1.

An einer Einspluseintafel konnen T s e ol e e
sich die Kinder die ,nachbarschaftli-
chen® Positionen der einzelnen an-
grenzenden Aufgaben leicht verge- 3+1 | 3+2 3+4 | 3+5 | 3+6 | 3+7 | 3+8 | 3+9
genwartigen (siehe Abb. 1). Der Be-

2+1 2+3 | 2+4 | 245 | 2+6 | 2+7 | 2+8 | 2+9

i . . 4+1 | 4+2 | 4+3 4+5 | 4+6 | 4+7 | 448 | 449
griff ,Nachbaraufgaben® erfahrt so
eine nachvollziehbare Bedeutung. 51| 5+2 | 543 | 5+4 §5+5f 5+6 | 5+7 | 5+8 | 5+9
Durch die unterschiedliche Einfar- o | | | o PR 6+7| 6+5 | 649
bung der Felder wird zudem der
T+1 | 742 | 743 | 7+4 | 7T+5] 746 7T+8 7+9

Blick auf spezifische Aufgaben-
merkmale gelenkt, deren Erkennen 8+1 | 8+2 | 8+3 | 8+4 | 8+5 | 8+6 | 8+7 8+9
fur  beziehungshaltiges Rechnen
Grundlage ist.

9+1 | 9+2 | O+3 | 9+4 | 9+5 | 9+6 | 9+7 | 9+8

10+1/10+2{10+3| 10+4|10+5|10+610+7|10+8 | 10+9

Abb. 1: Hundertertafel aus ,Fredo Co*
Mathematik 1, Ausgabe A, Oldenbourg 2009



In der Regel verlauft eine Unterrichteinheit zum Rechnen von Aufgaben mit Zehner-
ubergang in der Weise, dass dieser zunachst einmal mit dem ,Teilschrittverfahren®
d.h. mit Zerlegen und Erganzen zur 10 (z.B. 7 + 8 =7 + 3 + 5) erarbeitet und einge-
ubt wird. Gelegentlich kann der Eindruck gewonnen werden, dass die alternativen
Moglichkeiten, bestimmte Aufgabentypen vorteilhaft unter Ausnutzung von Zahlbe-
ziehungen zu berechnen, lediglich ,angehangt® werden, und diese Rechenwege
langst nicht so grundlich und ausgiebig thematisiert werden, wie es fur den Aufbau
von Verstandnis notig ware. Wenn man bedenkt, dass 20 von 32 Aufgaben mit Zeh-
neribergang mithilfe von Nachbaraufgaben gel6st werden konnen (s.o.), erscheint
es ratsam, Kinder moglichst fruih an beziehungshaltiges Rechnen heranzufuhren.
Zudem muss folgender Sachverhalt bedacht werden: Haben die Kinder erst einmal
das ,klassische® Verfahren eingeschliffen, fallt es ihnen schwer, sich auf andere Re-
chenwege einzulassen und diese flexibel aufgabenbezogen anzuwenden.

Bis die Kinder im ersten Schuljahr in der Lage sind, Aufgabenbeziehungen fur vor-
teilhaftes Rechnen zu nutzen, ist es ein langer Weg: Zunachst einmal muss die
Struktur der Einspluseinstafel erfasst und der Blick fur Zahlbeziehungen zwischen
benachbart liegenden Termen geschult werden. Sodann mussen die Kinder Sicher-
heit darin gewinnen, die Nachbaraufgaben der automatisierten Aufgaben zu identifi-
zieren. Und letztlich missen sie befahigt werden, die einfacheren Aufgaben auch
wirklich fur das Berechnen der schwierigeren Aufgaben zu nutzen.

Dieser Weg soll im Folgenden am Beispiel ,Verdopplungsaufgaben und ihre Nach-
baraufgaben“ nachgezeichnet werden.

Erster Schritt: Orientierungsiibungen an der Einspluseinstafel

Nach der Prasentation der Einspluseinstafel und einem ersten Unterrichtsgesprach
uber die Entdeckungen der Kinder erfolgen zunachst Orientierungsibungen an der
Aufgabentafel:

- ,Lege ein Plattchen auf die Aufgabe 7 +7 /4 +5/9 + 2...%

- ,Welche Aufgabe liegt links neben / rechts neben / Gber / unter der Aufgabe 7 +77?¢
- ,Nenne mir 3 Aufgaben, die nebeneinander / GUbereinander liegen.”

- ,Nenne mir Aufgaben, in denen die zweite Zahl immer eine 7 ist.”

- Einzelne Felder werden verdeckt. ,Wie heil3en die Aufgaben?“

Durch diese Ubungen wird zugleich ein entsprechender Fachwortschatz — insbeson-
dere zu den Lagebeziehungen der Aufgaben - erarbeitet und eingeschliffen.

Zur Vertiefung setzen die Kinder einen quadratischen Ausschnitt der Einspluseinsta-
fel mit 25 Aufgabenkartchen richtig zusammen. Dabei kdnnen sie — als differenzie-
rende Malinahme - zwischen drei Ausschnitten sowie zwei verschiedenen Vorlagen
(mit einigen eingetragenen Aufgaben bzw. Leerraster) wahlen (Abb. 2 bis 4).



Abb. 2: Bikramijit wahlt sich den einfachsten Abb. 3 Zwei verschiedene Vorlagen Abb. 4 Ausschnitt mit
Ausschnitt und die Vorlage mit einigen Vorgaben Zahlen

Die Lehrerin sollte einzelne Kinder immer wieder befragen, woran sie erkennen, dass
das Aufgabenkartchen genau in das Feld gehdrt, in das es gerade eingefiigt wurde.
Dabei wird deutlich, woran sich die Kinder orientieren und inwieweit sie die struktu-
rierte Anordnung der Aufgaben erkannt haben und bertcksichtigen.

So hat Bikramijit (Abb. 2) das Kartchen 3+5 abgelegt und argumentiert: ,Weil hier ist
5+ 5,4 + 5, dann muss hier 3 + 5 hin. 5 ist immer am Schluss.*

Die Kinder lieben diese ,Puzzleaufgaben® und setzen die gewahlten Ausschnitte
wiederholt und immer schneller zusammen. Zum Schluss wahlen alle Kinder als Vor-
lage das Leerraster (vgl. Abb. 3). So verinnerlichen sie zunehmend die Struktur der
Einspluseinstafel. Allerdings bleiben sie haufig eher an der Oberflache des phano-
menologisch Wahrnehmbaren; die arithmetischen Beziehungen zwischen den ein-
zelnen Aufgabenkartchen werden von den meisten Kindern oftmals noch nicht be-
wusst gedanklich erfasst.

Zweiter Schritt: Beziehungen zwischen den Aufgaben und Ergebnissen

Erst wenn sich die Kinder die Struktur der Einspluseinstafel vollstandig erschlossen
haben, werden sie daran herangefuhrt, die Beziehungen zwischen Aufgaben und
Ergebnissen in den Blick zu nehmen. Das ist neu fir die Kinder. Die folgende Aufga-
benstellung erfolgt deshalb fir die meisten Kinder im vertrauten und ,beherrschten®
Zahlenraum bis 10.

Hierzu notieren sie immer die 5 neben- oder untereinanderliegenden Aufgaben des
einfachsten Ausschnitts aus der Einspluseinstafel (vgl. Abb. 5) und rechnen sie aus.
Auch hierbei erfragt die Lehrerin immer wieder in Einzelgesprachen, was beim Aus-

rechnen der operativen Packchen aufgefal- BLRWAN B
len ist oder was beim Rechnen geholfen hat. | 1t71-% 241=3 33:1;‘*‘ t:;:i 55142':2
Berivan erlautert zu ihrem letzten 41123":% 212°h 3 3= +3:2 5+3{%
Rechenpéackchen (Abb. 5): 44’; ‘*::56 2+3:_5 331%‘:% 529 %1\*5140
LHier ist nur 5,5,5,5,5. Hier ist nur > 7;31;'_;‘;

1,2,3,4,5 und hier ist 6,7,8,9,10. Da
wusste ich, wie man das schnell rechne
Auf die Frage der Lehrerin ,Warum kommt denn im letzten Packchen immer ein gré-
Reres Ergebnis heraus als in dem vierten Packchen?“ antwortet Berivan: ,Weil hier

.« Abb. 5 Berivan rechnet Aufgabenserien aus der Einspluseinstafel.



ist die kleine Zahl. Weil hier ist immer die 4 und hier immer die 5.“ Berivan hat bereits
wesentliche Zahl- und Aufgabenbeziehungen in ihren Aufgabenserien erkannt, auch
wenn sie diese noch nicht klar in Worte fassen kann. Sie stellt eine Verbindung zwi-
schen den Aufgaben und Ergebnissen her und erkennt die Auswirkung operativer
Veranderungen in den Aufgaben auf deren Ergebnissen.

Dies ist eine wichtige Voraussetzung fur die folgende Fokussierung auf die Verdopp-
lungsaufgaben und ihre Nachbaraufgaben.

Dritter Schritt: Verdopplungsaufgaben und ihre Nachbaraufgaben

Im Allgemeinen ist nicht davon auszugehen, dass Kinder eine Aufgabe wie 6+7 mit-
hilfe einer Verdopplungsaufgabe I0sen, auch wenn wir ofter von einzelnen Kindern
uberrascht werden, die diesen Rechenweg schon sehr frih selbststandig entwickeln.
Die Lehrerin lenkt den Blick der Kinder auf die ,roten“ Aufgaben, die Verdopplungs-
aufgaben. Da das Verdoppeln bereits zu einem fruheren Zeitpunkt erarbeitet wurde,
erkennen die Kinder diese besonderen Aufgaben in der Einspluseinstafel schnell
wieder. Die Ergebnisse wissen sie bereits auswendig. Von diesem Konnens-
Bewusstsein wird ausgegangen. Den Kindern wird transparent gemacht: ,Die Ver-
dopplungsaufgaben konnt inr schon. Die Verdopplungsaufgaben kdnnen euch bei
einigen schwierigeren Aufgaben helfen, z.B. bei der Aufgabe 6 + 7.“ Vielleicht haben
einige Kinder schon eine Idee.

Es wird herausgearbeitet, dass zu einer Verdopplungsaufgabe immer 4 Nachbarauf-
gaben gehoren. Mithilfe der Kreuz-Folie (vgl. Abb. 2) werden diese schnell identifi-
ziert. Das sichere Bestimmen von Nachbaraufgaben wird geubt: Die Kinder ordnen
z.B. den Verdopplungsaufgaben 6 + 6 und 8 + 8 die passenden Nachbaraufgaben zu
(Abb. 6). Auch hierbei erlautern sie wieder ihr Tun, z.B.: ,Hier ist 6 + 6 und hier ist 6 +
5, dann muss hier 6 + 7 sein.” Oder: ,Hier muss 7 + 8 hin, weil 7, 8, 9.°

Abb. 6: Wo gehoren die Nachbaraufgaben hin?

Umgekehrt erfolgen nun miindliche Ubungen: Wie heilen die beiden Verdopplungs-
aufgaben zu der Aufgabe 5 + 67 (5 + 5und 6 + 6).

Bei derartigen Orientierungsubungen spielt das Ermitteln der Ergebnisse noch keine
Rolle. Das entlastet und fokussiert die Aufmerksamkeit ausschlieBlich auf Lagebe-
ziehungen und Aufgabenmerkmale. Dies ist auch in einer weiteren Ubung der Fall:



Die Kinder werden angeregt die 4 Nachbaraufgaben mit der passenden Verdopp-
lungsaufgabe zu vergleichen und zu Uberlegen, welches Ergebnis jeweils um wie viel

groRRer oder kleiner sein muss. Dazu fugen sie

die vier Kartchen mit den Nachbaraufgaben rich- 5+6 | ist | Kleiner als .
tig in das Satzmuster ein (Abb. 7) und notieren,

um wie viel die jeweilige Nachbaraufgabe gréRer 6+7 istum 4 |grdfler als .
gder kleiner ist als die Verdopplungsaufgabe. 746 1oy — .
(immer um 1).

Viele Kinder schaffen das bereits aus der Vor- 8\\is1 kleiner als .
stellung heraus und konnen die Zuordnung ent- o

sprechend begrunden: 7 + 6 ist um 1 groRer als Abb. 7: Nachbaraufgaben mit den Ver-

6 + 6, weil hier eine 7 ist und hier eine 6. Und die dopplungsaufgaben vergleichen

7 ist eins grofRer.”

Manche Kinder mussen sich die Aufgabenbeziehungen jedoch wiederholt konkret-
handelnd am Zwanzigerfeld vergegenwartigen (Abb. 8) und/oder zeichnerisch vertie-
fen.

Male und rechne.

: - B eoe L

d

Abb. 8: Veranschaulichung der Aufgabenbeziehungen am Zwanzigertela

Trage ein: gréfer oder kleiner
Zum Schluss sind alle Kinder in der Lage, < istum 1 einer_ais [ oL
entsprechende Arbeitsblatter (Abb. 9; in An- | =7/ am1__as [l L
lehnung an Fredo&Co 1, Oldenbourg 2009, oo fistumt o [l i
S.82) richtig auszufiillen. orlisumt s [l | 7e7ere

Abb. 9: Aufgabenbeziehungen untersuchen

Letzter Schritt: Aufgabenbeziehungen nutzen

Auf der Grundlage eines gesicherten Verstandnisses der Aufgabenbeziehungen ist
das ErschlieBen von Ergebnissen  kinderleicht’. Die Lehrerin nennt die Verdopp-
lungsaufgabe 6 + 6. Wie aus der Pistole geschossen kommt die Antwort ,ZwoIf!“ Fast
genauso schnell wird das Ergebnis der Aufgabe 6 + 7 in die Klasse gerufen. Betul
erklart inre Uberlegung: ,,Wenn 6 + 6 gleich 12 ergibt, dann gibt 7 + 6 = 13; dann
wird es nur 1 grofRer, dann ist das 13.°

Die umgekehrte Aufgabenstellung — das Ableiten des Ergebnisses einer Nachbar-
aufgabe aus einer passenden Verdopplungsaufgabe - fallt nun nicht mehr schwer.

Wie geht es weiter?
Mit Sicherheit reicht es nicht aus, wenn das Nutzen von Nachbaraufgaben nur im
Zusammenhang mit Verdopplungsaufgaben kurzfristig thematisiert wird. Die gewon-
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nenen Erkenntnisse fuhren erst dann zu einer wirklichen Kompetenz, wenn sie konti-
nuierlich ausgebaut und auf weitere Bereiche Ubertragen werden kdnnen.

Die Behandlung der ,Aufgaben mit der 9 bietet eine vertiefende Lerngelegenheit
und kann — wie Abb. 10 andeutet - ahnlich aufgebaut werden, wie die geschilderte
Einheit.

Trage ein: groBer oder kleiner

93 | st um 1 kleiner __als [10%5
F’f’ istum 1 als [

s
49 | istum 1 als. A0 =15
7+9 |ist um 1 als - ‘ 7+10-1=...

Abb. 10: Zahlbeziehungen nutzen bei den Aufgaben mit der 9

Wenn die Kinder auch in den grolieren
Zahlenraumen Zahlbeziehungen erken-
nen und beim Rechnen nutzen, haben
sie einen stabilen Lernzuwachs erzielt,
so wie Betul (Abb. 11), die ihren Re-
chenweg fur die Aufgabe 536 + 298 wie
folgt erklart:

,036 + 300 ist leichter als 536 + 298.
Dann rechne ich erstens die 536 + 300,
sind 836, und 536 + 298 ist 2 weniger als

Abb. 11: Betul Gbertragt im dritten Schuljahr ihre . «
Erfahrungen mit ,Nachbaraufgaben“ auf grofiere 300’ darum ist das 834.

Zahlen

Das Verstandnis fur vorteilhafte Rechenwege wird im ersten Schuljahr mit der Be-
trachtung von Beziehungen an der Einspluseinstafel grundgelegt.

Naturlich werden in der Folge auch das Zerlegen und Zusammensetzen von Zahlen
(, Teilschrittverfahren®) sowie weitere geschickte Rechenwege im Unterricht behan-
delt. Aufgaben werden nach typischen Eigenschaften sortiert und die verschiedenen
Rechenwege diesen Merkmalen zugeordnet. Dadurch wird der Zahlenblick geschult
und die Flexibilitat und Adaquatheit bei der Auswahl von Rechenstrategien gefordert.

Fazit

Vorteilhaftes Rechnen kann nur dann erfolgreich gelernt werden, wenn die Kinder,
die nicht von sich aus entsprechende Vorgehensweisen entwickeln, schrittweise an
das gedankliche Herstellen von Zahlbeziehungen herangefuhrt werden. Die bezie-
hungshaltige Betrachtungsweise von Zahlen und Aufgaben muss ausfuhrlich und
anschaulich aufgebaut werden. Dabei unterstitzen die allgemeinen Kompetenzen
den verstandigen Erwerb vorteilhafter Rechenwege. Es gilt, die Kinder immer wieder
aufzufordern, erkannte mathematische Zusammenhange zu versprachlichen und ihre
Vorgehensweisen zu beschreiben. Durch stummes Agieren konnen keine Beziehun-
gen — welcher Art auch immer — aufgebaut werden!



Anmerkung: Dieses ist die Vorversion eines Artikels von Lilo Verboom; der Artikel
erscheint in der Zeitschrift ,Grundschule Mathematik® (Friedrich-Verlag, Seelze) im
Dezember 2012



