Sachinformation:

Division kontinuierlich wiederaufgreifen und vertiefen -
Zerlegungsbaume als grundlegendes Aufgabenformat

Die Division als grundlegender Inhalt

Lernen ist immer auch ein Weiterlernen. Bei jedem Lernprozess greift man namlich
auf vorhandenes Wissen zuruck und entwickelt es fortwahrend weiter. Dies gilt in
hohem Malde auch fur das Lernen im Mathematikunterricht. Der amerikanische Psy-
chologe Bruner spricht in diesem Zusammenhang vom sogenannten Spiralprinzip.
Diesem Prinzip zufolge orientiert sich der Mathematikunterricht an fundamentalen
Ideen, die im Laufe der gesamten Schulzeit immer wieder auf einem hoheren Niveau
und in strukturell angereicherter Form aufgegriffen werden (vgl. Krauthausen / Sche-
rer 2014, S. 138). Solche fundamentalen Ideen konnen auch als grundlegende In-
halte bezeichnet werden. Beispiele fur grundlegende Inhalte des Mathematikunter-
richts sind nach Winter (2001, S. 1) das Stellenwertsystem, die Symmetrie sowie
Funktionen. Mit diesen und vielen weiteren Inhalten kommen die Kinder bereits fruh-
zeitig — zum Teil sogar schon vor der Schuleingangsphase — in Kontakt. Im Mathe-
matikunterricht werden die Inhalte dann kontinuierlich thematisiert, und zwar von der
Grundschule bis hin zu den hoheren Jahrgangen der Sekundarstufe. Aus diesem
Grund fasst Buchter (2014, S. 2ff) die Behandlung grundlegender Inhalte mit den
Schlagworten ,Begegnen®, ,Wiederaufgreifen“ und ,Vertiefen® zusammen. Auch die
Division kann unter diesen drei Kategorien betrachtet werden:

1. Begegnen:
Die Kinder begegnen der Division bereits vor dem Schuleintritt, indem sie bei-
spielsweise eine gegebene Anzahl an Bonbons gleichmalig auf Tuten aufteilen
und nach der Anzahl der bendtigten Tuten fragen oder eine bestimmte Anzahl an
Freunden in gleich groRe Mannschaften verteilen und sich danach uber die Gro-
Re jeder Gruppe informieren. Den Fachbegriff ,dividieren® kennen die meisten
Kinder naturlich noch nicht. Stattdessen verwenden sie eher Begriffe aus dem All-
tag, wie zum Beispiel ,teilen” oder ,geteilt durch®.

2. Wiederaufgreifen:
Diese Grundvorstellungen — also das Aufteilen und Verteilen — werden spater in
der Grundschule wiederaufgegriffen, um die Division als fortgesetzte Subtraktion
und als Umkehroperation der Multiplikation zu abstrahieren. Dabei erarbeiten die
Kinder eine ganze Reihe neuer Fachbegriffe, die in gewisser Weise mit den be-
kannten alltagssprachlichen Begriffen in Beziehung stehen. Hierzu gehdren unter
anderem die Begriffe ,Dividend®, ,Divisor® und ,Quotient®, aber ebenso ,Teiler"
und ,Koteiler.

3. Vertiefen:
Auf dieser Grundlage konnen die Kinder in der Sekundarstufe | ihr Divisionsver-
standnis vertiefen. Dort bestimmen sie nun die Teiler einer Zahl auf systemati-
scher Weise. Hierzu wenden sie auch Teilbarkeitsregeln an. Dabei stol3en sie auf
Zahlen, die sich nicht ,teilen” lassen — den sogenannten Primzahlen. Sie erken-
nen, dass es sich bei Teilern um multiplikative Bausteine und bei Primteilern bzw.
Primzahlen sogar um die kleinsten multiplikativen Bausteine der naturlichen Zah-
len handelt. Mit dieser Erkenntnis 6ffnen die Schilerinnen und Schaler die Tar zu

Marz 2017 © PIKAS (http://www.pikas.dzlm.de) @if 1



einem fundamentalen Satz der Mathematik, den man auch ,Hauptsatz der ele-
mentaren Zahlentheorie“ nennt (Padberg / Buchter 2015, S. 67): ,Jede von 1 ver-
schiedene naturliche Zahl besitzt (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) genau
eine Primfaktorzerlegung.”

Selbstverstandlich geht die Vertiefung der Division im weiteren Verlauf der Sekun-
darstufe | noch weiter. Zum Beispiel brauchen die Kinder ein gut ausgebautes Divisi-
onsverstandnis, um den Aufbau von und das Operieren mit Bruchzahlen verstehen
zu konnen. Bruchzahlen sind namlich ein erweitertes Beschreibungsmittel fur Ergeb-
nisse von Divisionsaufgaben — sprich fur Quotienten (vgl. Padberg 2009, S. 30). Zu-
dem bendtigen die Kinder beim Erweitern und Kirzen einer Bruchzahl wieder ihre
Kenntnisse uber Teiler. Genauer gesagt suchen sie nach dem grof3ten gemeinsamen
Teiler von Zahler und Nenner eines Bruches. Zuvor wird die dazugehdorige Grundvor-
stellung des Verfeinerns und Vergroberns von Einteilungen aufgebaut, die wiederum
auf inhaltliche Vorstellungen zur Division angewiesen ist (vgl. Padberg 2009, S. 46ff).

Aus diesen Grunden kann man bei der Division durchaus von einem grundlegenden
Inhalt sprechen. Wenn die Schulerinnen und Schuler sich mit einem solchen Inhalt
uber mehrere Schuljahre hinweg auseinandersetzen, dann kommen sie auch immer
mit einer Vielzahl an Fachbegriffen in Beruhrung, die in ihrer Gesamtheit ein komple-
xes Beziehungsgeflge ergeben. Deshalb ist es dringend erforderlich, dass die Lehr-
personen an markanten Stellen des Lernprozesses einen ,Anker setzen® und die
Lernenden zur bewussten Einnahme einer Ruckschau- sowie einer Vorschauper-
spektive anregen (vgl. Buchter 2014, S. 9). ,Erinnert ihr euch noch daran, als wir
Zahlen in ihre Teiler und Koteiler zerlegt haben? Diese Matheworter brauchen wir
jetzt wieder, damit wir die kleinsten Bausteine von Zahlen finden konnen.” So oder
ahnlich konnte die Lehrperson die Vernetzung der Begriffe gegenliber den Kindern
andeuten. Vorangetrieben wird die Vernetzung allerdings insbesondere durch den
Einsatz grundlegender Aufgabenformate. Diese Aufgabenformate haben den Vor-
teil, dass sie durch Variation der Aufgabenstellungen von Schuljahr zu Schuljahr ein-
gesetzt werden konnen und einen Beitrag zu einem kontinuierlichen Aufbau inhalts-
und prozessbezogener Kompetenzen leisten. Im Rahmen der Entwicklung des Divi-
sionsverstandnisses werden also nun die sogenannten Zerlegungsbaume als grund-
legendes Aufgabenformat vorgestellt.

Zerlegungsbaume als grundlegendes Aufgabenformat

Wie bereits kurz erwahnt wurde, lassen sich naturliche Zahlen multiplikativ in ihre
Bausteine zerlegen. Damit jedoch die Schulerinnen und Schaler Zahlen multiplikativ
zerlegen konnen, sind sie auf ein ausreichendes Divisionsverstandnis angewiesen.
Bei der entsprechenden Zerlegung von Zahlen kommt namlich sehr stark die Tatsa-
che zum Tragen, dass die Multiplikation und Division voneinander abhangige Um-
kehroperationen sind. Dabei muss die Lehrperson aber folgendes beachten: Von
allen Grundrechenarten wird die Division am schwierigsten empfunden (vgl. Robin-
son / Dubé 2008, S. 161). So werden Aufgaben, die sich im Bereich der Division be-
wegen, weit in die Sekundarstufe | hinein kaum oder sogar uberhaupt nicht erfolg-
reich bewaltigt (vgl. Ehlert et. al. 2013, S. 259). Deshalb erscheint eine fruhzeitige
Forderung des Divisionsverstandnisses dringend geboten. Um nun den multiplikati-
ven Zerlegungen von naturlichen Zahlen zu begegnen, sie kontinuierlich wiederauf-
zugreifen und zu vertiefen, eignet sich das Aufgabenformat der Zerlegungsbaume.
Mit ihrer Hilfe lassen sich multiplikative Zerlegungen naturlicher Zahlen schnell ge-
winnen und Ubersichtlich darstellen (vgl. Padberg / Buchter 2015, S. 62). Allerdings
konnen wir als Lehrpersonen nicht einfach voraussetzen, dass den Schulerinnen und
Schulern dieses Aufgabenformat bereits bekannt ist. Stattdessen mussen die meis-
ten von ihnen das Konstruktionsprinzip von Zerlegungsbaumen zuerst noch kennen-
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lernen. Diese erste Auseinandersetzung konnte beispielsweise im Rahmen eines
Regelplakats und einfacher Rechenauftrage organisiert werden. Darauf gehen wir
allerdings spater genauer ein.

o Teiler:
multiplikative Bausteine der
° ° naturlichen Zahl
Primzahlen:
° ° ° ° kleinste multiplikative Bau-
_ steine der naturlichen Zahl

Zerlegungszahlen

Ausgehend von einer naturlichen Zahl als Startzahl wachsen Zerlegungsbaume von
oben nach unten. Dieses Wachstum soll anhand der Startzahl 24 demonstriert wer-
den: Zunachst wird die Startzahl 24 multiplikativ in die Faktoren 4 und 6 zerlegt, wo-
bei bereits hier auch andere Zerlegungen denkbar waren, wie zum Beispiel 2 und 12
oder 3 und 8. Die beiden Faktoren bzw. Zerlegungszahlen 4 und 6 werden dann
jeweils wiederum in zwei Faktoren zerlegt — namlich in die Faktoren 2 und 2 (denn
4 =2 -2)sowie 2 und 3 (denn 6 = 2 - 3). Diese Faktoren kdnnen nun nicht mehr zer-
legt werden, sodass man Zerlegungszahlen auf insgesamt zwei Stufen erhalt. Aber
wann horen Zerlegungsbaume eigentlich generell auf zu wachsen? Das ist genau
dann der Fall, wenn man auf Zerlegungszahlen stol3t, die sich nicht mehr multiplikativ
zerlegen lassen. Man spricht in diesem Zusammenhang von Primzahlen, die in den
Zerlegungsbaumen farblich gekennzeichnet werden. Sie sind die kleinsten multiplika-
tiven Bausteine naturlicher Zahlen und lassen sich nur durch 1 sowie durch sich
selbst teilen. Damit Zerlegungsbaume nicht unaufhorlich wachsen, werden diese tri-
vialen Teiler einfach weggelassen. Falls die Schulerinnen und Schiler beim multipli-
kativen Zerlegen trotzdem triviale Teiler erzeugen, dann ware es kontraproduktiv, sie
direkt auf die Regeln fur das Ausrechnen von Zerlegungsbaumen hinzuweisen und
das Hinzufugen von solchen Teilern zu verbieten. Im Gegensatz dazu sollte man
ihnen die Moglichkeit geben, selbststandig triviale Teiler zu erkennen und diese flur
das Wachstum der Zerlegungsbaume als undkonomisch zu kennzeichnen. Im Prinzip
kann man namlich jede naturliche Zahl in ihre zwei trivialen Teiler zerlegen. Wenn
man diese Teiler im Zerlegungsbaum zulasst, dann wurden sie immer und immer
wieder auftauchen. Das Wachstum des Baums wuirde zu keinem ertragreichen Ende
kommen und das macht Uberhaupt keinen Sinn. Wie gesagt: Zu dieser Erkenntnis
sollten die Kinder allerdings selbst gelangen.
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Die Startzahl 13 ist bereits eine Prim-
° e zahl. Sie hat nur die trivialen Teiler 1 und
sich selbst. Man kann sie also nicht

o o sinnvoll zerlegen. Wirde man die trivia-
len Teiler zulassen, dann wurde der Zer-

legungsbaum unaufhorlich wachsen.

Wir kdonnen also die wichtigsten Eigenschaften eines Zerlegungsbaums folgender-
malfden zusammenfassen:

1. Sowohl die Zerlegungszahlen als auch die Startzahl selbst sind Teiler bzw. multi-
plikative Bausteine der naturlichen Zahl, mit der man den Zerlegungsbaum be-
ginnt.

2. Der Zerlegungsbaum endet mit Primzahlen, die sich nicht weiter multiplikativ zer-
legen lassen und somit die kleinsten multiplikativen Bausteine der naturlichen
Zahl sind.

3. Die Primzahlen des Zerlegungsbaums stellen in ihrer Gesamtheit die Primfak-
torzerlegung der natirlichen Zahl dar. Wenn man sie namlich alle miteinander
multipliziert, dann erhalt man wieder die Startzahl.

Samtliche Eigenschaften konnen die Kinder entdecken und mithilfe sprachlicher Bru-
cken beschreiben. Man sollte ihnen nur die Chance dazu bieten, indem man sie mit
variationsreichen Aufgabenstellungen herausfordert und passenden Hilfestellungen
unterstutzt.

Ein Aufgabenformat, viele Aufgabenvariationen

Das Aufgabenformat ,Zerlegungsbaume® lasst sich im Mathematikunterricht flexibel
einsetzen. Zum einen tragt das Aufgabenformat zur integrierten Forderung von in-
halts- und prozessbezogenen Kompetenzen bei. Diese Forderung kann sich sogar
problemlos Uber mehrere Schuljahre hinweg erstrecken, denn es lassen sich aufei-
nander bezogene Aufgaben passend zu den Kompetenzerwartungen der Grund-
schule und auch der Sekundarstufe | stellen. Zum anderen kdnnen die variationsrei-
chen Aufgaben an die unterschiedlichen Leistungsniveaus der Schulerinnen und
Schuler angepasst werden, indem man die Komplexitat zugunsten der individuellen
Bedurfnisse verandert.

Das heil3t, dass die Aufgabenstellungen sowohl auf horizontaler sowie auf vertikaler
Ebene variiert werden konnen. Die Variationsmoglichkeiten auf horizontaler Ebene
beziehen sich dabei auf die Anpassung der Aufgaben an die individuellen Bedurfnis-
se, die innerhalb ein und der derselben Lerngruppe existieren. Die vertikale Ebene
sagt zusatzlich aus, dass das Aufgabenformat Uber viele Schuljahre hinweg einsetz-
bar ist. Entsprechende Beispiele fur Aufgabenstellungen, die beide Ebenen der Vari-
ationsmoglichkeiten beinhalten, werden in diesem Abschnitt kurz vorgestellt. Bei die-
ser Vorstellung werden unter anderem auch Schulerdokumente hinzugezogen, die
im Rahmen von Masterarbeiten zu den Zerlegungsbaumen entstanden sind. Die Do-
kumente demonstrieren, welche Erfahrungen die Kinder zu multiplikativen Zerlegun-
gen bereits mitbringen und wie sich diese weiterentwickeln. Zudem soll der Aspekt
der Sprachbildung bertcksichtigt werden, weil die Kinder in der Auseinandersetzung
mit dem Aufgabenformat eine Reihe von Fachbegriffen und sogar ganze fachlich re-
levante Satzstrukturen erarbeiten. Deshalb wird der Wortspeicher eine bedeutende
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Rolle spielen. Weitere Informationen und Beispiele finden Sie im Unterrichtsmaterial
von Haus 2 auf der PIKAS-Website unter http://pikas.dzim.de/412.

1. Zerlegungsbdume kennenlernen

Zunachst sollte eine Situation geschaffen werden, in der die Kinder das Aufgaben-
format kennenlernen konnen. Daruber hinaus kdonnen sie wahrenddessen zeigen,
welche Erfahrungen mit multiplikativen Zerlegungen sie bereits gemacht haben.

Zu Beginn der Kennenlernphase setzen sich die Schilerinnen und Schuler mit eini-
gen exemplarisch ausgewahlten Zerlegungsbaumen auseinander. Diese erste Aus-
einandersetzung kann in der Form eines unterrichtlichen Einstiegs stattfinden, in dem
die Lehrperson gemeinsam mit den Kindern den Aufbau und die mathematischen
Hintergrinde von Zerlegungsbaumen klart. Dabei legt die Lehrperson vor allem dar,
wo man in einem Zerlegungsbaum die Startzahl sowie die Zerlegungszahlen findet
und wie diese miteinander in Beziehung stehen. Allerdings werden hier nicht schon
samtliche Fachbegriffe eingefuhrt, sondern nach und nach durch die Bearbeitung
herausfordernder Aufgabenstellungen entwickelt. Deshalb erhalten die Kinder einen
unfertigen Wortspeicher, der zunachst einmal nur die wichtigsten Begriffe enthalt.

Wortspeicher

der Zerlegungsbaum

o } die Startzahl

der Ast
1. Stufe: ° o )
12=3+4
2. Stufe:
4=2¢+2 )

Die Schulerinnen und Schuler kommen am Anfang noch mit wenigen Woértern aus,
um den Aufbau von Zerlegungsbaumen verstehen zu konnen. Hierzu gehoren die
Worter ,Startzahl®, ,Zerlegungszahlen® und ,Ast* samt ihrer Artikel sowie ,1. Stufe”
und ,2. Stufe®. Sie stehen fur visuell sichtbare Elemente des Zerlegungsbaums und
konnen relativ leicht nachvollzogen werden. Zusatzlich benodtigen die Kinder unbe-
dingt die Begriffe ,mal“ und ,geteilt“ aus der Schuleingangsphase, denn nur so kon-
nen sie verstehen, in welcher Beziehung die Worter zueinander stehen (vgl. MSW
NRW 2008, S. 61). Auf dieser Grundlage kann der Wortspeicher spater erweitert
werden. Demnach sind zum Beispiel die Zerlegungszahlen dasselbe wie Teiler von
der Startzahl und sie konnen daruber hinaus auch Primzahlen sein, falls sie sich
nicht weiter zerlegen lassen.

Fur den weiteren Verlauf der Kennenlernphase bieten sich zwei unterschiedliche
Wege an. Der erste Weg besteht darin, einige Zerlegungsbaume mit vorgegebener
Startzahl auszurechnen. Jedoch werden nicht nur die Startzahlen vorgegeben, son-
dern auch samtliche Aste und Felder. Die Kinder zerlegen also die Startzahlen multi-
plikativ und fullen die leeren Felder mit passenden Zerlegungszahlen aus. Nach die-
ser reinen Rechenaufgabe schliel3en sich sogenannte Eigenproduktionen an, indem

L die Zerlegungszahlen
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die Schulerinnen und Schuler eigene Zerlegungsbaume erfinden (vgl. Selter 1997, S.
9). lhre Zerlegungsbaume konnen dabei unterschiedlich komplex ausfallen, wodurch
wir Lehrpersonen genauere Informationen daruber erhalten, wie weit die Rechenfa-
higkeiten der Lernenden zur multiplikativen Zerlegung naturlicher Zahlen ausgepragt
sind. Diese Diagnose der rechnerischen Fahigkeiten wird noch dadurch angereichert,
dass die Kinder ihre Vorgehensweisen beim Ausrechen von Zerlegungsbaumen be-
schreiben. lhre Beschreibungen sollten allerdings so nachvollziehbar wie moglich
ausfallen. Deshalb erhalten sie den Hinweis, dass sich ihre Vorgehensbeschreibun-
gen an andere Kinder richten. Das soll den Antrieb erhdhen, genauer Uber das eige-
ne Vorgehen nachzudenken. Betrachten Sie hierzu nun folgende Schulerdokumente
(aus Klimek 2017):

Zerlegungsb&ume und Beschreibung von Abba (4. Klasse):

Abbas produziert zwei

einstufige Zerle-

/ \ gungsbaume. Die
Startzahl 20 zerlegt er

@ @ 70 @ additiv anstatt multi-
plikativ. Zwar Kkorri-

o e A giert er diesen Fehler
a/s e/@/es Wm@%/@ 1ehH Aoy /oabe 1o b gesebers bei der Startzahl 60,

oS @ Weres, mialo Laab ey MN(/ a.ann /ﬁa»ée jedoch g_esteht _er s_ei-
: - B ‘ ne Unsicherheit hin-
icb alles geschprelen und ich hotfe dlas st sichtlich des Vorge-
e hens ein. Zumal ist

seine  Beschreibung
fachsprachlich  noch
ausbaufahig.

Zerlegungsb&ume und Beschreibung von Xara (4. Klasse):

Xara entscheidet sich
fur die Startzahl 30
und notiert hierzu
einen  zweistufigen
Zerlegungsbaum.
Allerdings zerlegt sie
die Startzahl zu- /
nachst ebenfalls ad- LA A \r
ditiv. Erst in der zwei- SR =
ten Stufe geht sie @/ @ \J l/
multiplikativ vor. lhre ! <
Beschreibung  Kklingt | Yaln MiA G €., 1,/,1(“}7 « CCh (nOAT
g, o i | \aletl 2b=T7 ot iqud 9018 wiad
bereits die Startzahl| ;2 1 7¢ =30 ‘5(7:)/7 ohe ches Ko pel—4
aus den Zerlegungs- | | ‘ , /

zahlen rekonstruie- );( V fockies del L4 ud + Rect, viangots

ren.

Ein alternativer Weg zum Kennenlernen von Zerlegungsbaumen kann die Aktivitat
~Wer zerlegt zuletzt?“ sein (vgl. Prediger / Dirks / Kersting 2009, S. 10ff). Urspring-
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lich handelt es sich dabei um einen spielerischen Zugang zur Primfaktorzerlegung
naturlicher Zahlen. Da ein Zerlegungsbaum letztendlich immer auch die Primfak-
torzerlegung der Startzahl enthalt, kann die Aktivitat natlrlich auch dazu genutzt
werden, um erste Erfahrungen mit dem Aufgabenformat zu sammeln. Das Unter-
richtsmaterial im Haus 2 bietet die Aktivitat entsprechend modifiziert an.

2. Zerlegungsbaume erforschen

Selbstverstandlich ist es wichtig, dass die Kinder naturliche Zahlen sicher dividieren
und somit ihre Teiler bestimmen konnen. Es geht hierbei schliel3lich um eine wichtige
inhaltsbezogene Kompetenz, die fur den Aufbau weiterer arithmetischer und algebra-
ischer Kompetenzen den Grundstein legt. Es lohnt sich also durchaus, Zerlegungs-
baume mit vorgegebener Startzahl ausrechnen zu lassen. Allerdings reicht das Trai-
nieren der Rechenfertigkeiten nicht aus. Vielmehr sollten daneben auch prozessbe-
zogene Kompetenzen gefordert werden, denn nur so konnen die Schulerinnen und
Schuler grundlegende Begriffe rund um die Division entwickeln sowie miteinander
vernetzen. Deshalb sollten die Kinder schon fruhzeitig herausfordernde Aufgaben-
stellungen bearbeiten, die das Problemlosen, Argumentieren, Darstellen und Kom-
munizieren anregen. Im Rahmen der Zerlegungsbaume gibt es eine Vielzahl solcher
Aufgabenstellungen. Wir formulieren sie als Forscherauftrage, von denen ein Bei-
spiel genauer vorgestellt werden soll. Weitere Forscherauftrage finden Sie im Unter-
richtsmaterial von Haus 2 unter http://pikas.dzim.de/412.

8‘ Forscherauftrag

Piko hat einen Zerlegungsbaum mit der Startzahl 24 gefunden:

Das ist nicht der einzi-
ge Zerlegungsbaum mit
der Startzahl 24. Es

gibt noch weitere.

Finde alle Zerlegungsbdume mit der Startzahl 24. Wie gehst du dabei vor?
Erkldre dein Vorgehen einem anderen Kind.
Hast du alle Zerlegungsbdume gefunden? Begriinde.

Dieser Forscherauftrag ist ein konkretes Beispiel dafur, wie inhalts- und prozessbe-
zogene Kompetenzen Hand in Hand gefbrdert und gefordert werden kdénnen. Zum
einen werden die Schulerinnen und Schuler dazu aufgefordert, unterschiedliche mul-
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tiplikative Zerlegungen fur ein und dieselbe naturliche Zahl zu finden. Demnach mus-
sen sie Aufgaben aus dem kleinen Einmaleins, die zur Startzahl 24 passen, automa-
tisiert wiedergeben und dabei auch immer die entsprechende Umkehroperation im
Blick behalten konnen (vgl. MSW NRW 2008, S. 62). Diese inhaltsbezogene Kompe-
tenzerwartung aus dem Bereich ,Zahlen und Operationen® wird auf jeden Fall in der
Grundschule gestellt. Daruber hinaus werden die Kinder bereits auf inhaltsbezogene
Kompetenzen der Sekundarstufe | vorbereitet, indem sie mehr oder weniger bewusst
die Teiler einer naturlichen Zahl bestimmen (vgl. MSW NRW 2004, S. 20). Zum an-
deren hat der Forscherauftrag einen problemlésenden und argumentativen Charak-
ter. Die Frage nach allen moglichen Zerlegungsbaumen zu einer bestimmten Start-
zahl lasst sich namlich nicht auf Anhieb beantworten. Stattdessen werden samtliche
multiplikativen Zerlegungen zur Startzahl durch zunehmend systematisches sowie
zielorientiertes Probieren aufgespurt und deren Vollstandigkeit begrindet (vgl. MSW
NRW 2008, S. 59f). Fir die Startzahl 24 gestaltet sich das noch verhaltnismaRig ein-

fach:

Je groBer und komplexer die Startzahl ist, desto schwieriger kann die Suche nach
allen Zerlegungsbaumen werden. Allerdings sollte schon bei der Startzahl 24 dartber
diskutiert werden, ob sich die Zerlegungszahlen in jeder Stufe vertauschen lassen
und dadurch weitere Moglichkeiten hinzukommen. Man koénnte also in diesem Zu-
sammenhang das Kommutativgesetz der Multiplikation thematisieren. Demzufolge
bietet der Forscherauftrag ein groRes Potenzial zur Entwicklung und Vertiefung von
Fachbegriffen. Aulierdem lassen sich aus ihm eine Reihe von Folgeauftragen ablei-
ten, die ebenfalls zur Erarbeitung neuer Begriffe fuhren konnen. Beispielsweise
konnten die Schulerinnen und Schuler genauer untersuchen, auf welche Zerlegungs-
zahlen die Baume immer enden und in welcher Beziehung sie zur Startzahl stehen.
Damit 6ffnen die Kinder eine erste Tur zu den Begriffen ,Primzahlen und ,Primfak-
torzerlegung®. Diese und weitere Begriffe werden sozusagen in der prozesshaften
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Auseinandersetzung mit den Zerlegungsbaumen entdeckt. Aus diesem Grund kon-
nen mit ihnen gewisse Vorstellungen verbunden werden. Letztendich sollte man da-
rauf achten, dass man auch die neu entdeckten Begriffe und entwickelten Satzphra-
sen dem Wortspeicher hinzufugt.

3. Zerlegungsbdume l6sen und sichern

Damit die Lernenden eine gewisse Routine und Sicherheit bei der multiplikativen Zer-
legung naturlicher Zahlen entwickeln, ist es von grof3er Wichtigkeit, dass sie sowohl
strukturierte als auch unstrukturierte Ubungsaufgaben zu Zerlegungsbaumen bear-
beiten. Dabei sollte der Wortspeicher so oft wie nur moglich zum Einsatz kommen,
da er zentrale Fachbegriffe und Satzphrasen beinhaltet, die nicht nur das Losen der
Aufgaben unterstutzen, sondern auch fachsprachlich korrekte mundliche sowie
schriftliche Beschreibungen anregen. Solche Beschreibungen werden regelmallig
bendtigt, wenn es um das Darstellen von Losungsprozessen oder um das Begrunden
von mathematischen Zusammenhangen geht. Der zuvor betrachtete Forscherauftrag
hat die zentrale Rolle von Beschreibungsmitteln bei der multiplikativen Zerlegung von
Zahlen bereits deutlich gemacht. Die Forscherauftrage dienen aber eher der Entwick-
lung und Vertiefung von Fachbegriffen. Fur kirzere Trainingseinheiten eignen sie
sich meistens weniger. Folgende Beispiele zeigen Moglichkeiten fiir kurze Ubungs-
phasen auf, die einen Beitrag zur Routine und Sicherheit leisten:

e Es konnen einige Zerlegungsbaume mit Zahlenliicken versehen werden. Die
Aufgabe der Schulerinnen und Schuler besteht nun darin, entweder nur die feh-
lenden Zerlegungszahlen zu finden oder dartber hinaus grundsatzlich die Los-
barkeit der lickenhaften Zerlegungsbaume zu klaren. Wenn sie zusatzlich die
Losbarkeit beantworten sollen, dann bendétigen sie wieder passende Fachworter
und Satzphrasen, die sie dem Wortspeicher entnehmen koénnen. ,Teiler* und
.Primzahlen” sind Beispiele fur entsprechende Fachworter. Hilfreiche Satzphra-
sen konnen beispielsweise ,...ist Teiler von...“ oder ,..lasst sich in...
und...zerlegen® sein.

e Es werden einige Startzahlen vorgegeben — zum Beispiel 6, 12, 18 und 30. Die
Schulerinnen und Schuler finden nun zu diesen Startzahlen jeweils einen pas-
senden Zerlegungsbaum. Jedoch sollen sie die Zerlegungsbaume nicht willkurlich
ausrechnen. Vielmehr werden sie dazu ermuntert, einen Zusammenhang zwi-
schen den Startzahlen zu erkennen und diesen fur das Ausrechnen der Zerle-
gungsbaume auszunutzen. So ist jede Startzahl des genannten Beispiels ein Viel-
faches von 6. Demzufolge lassen sich alle Zerlegungsbaume aus dem Baum mit
der Startzahl 6 ableiten. Der Zusammenhang und das daraus resultierende Vor-
gehen konnen beschrieben werden, weshalb sich der Einsatz des Wortspeichers
erneut lohnt.

Man hat es also mit kleineren Trainingsaufgaben zu tun, von denen die erste dem
unstrukturierten und die zweite dem strukturierten Uben zuzuordnen ist. Mit inrer Hil-
fe kann man die inhalts- und prozessbezogenen Kompetenzen zur multiplikativen
Zerlegung von naturlichen Zahlen schnell diagnostizieren. In diesem Kontext ist zum
Beispiel der Mathebriefkasten eine ideale Methode, um sich einen raschen Eindruck
von den bisherigen Leistungen der Kinder zu verschaffen. Im Haus 9 der PIKAS-
Website erhalten Sie unter http://pikas.dzim.de/172 genauere Informationen zu die-
ser Methode. Zudem finden Sie im Haus 2 weitere Ubungsaufgaben zum Lésen und
Sichern von Zerlegungsbaumen.

Zu guter Letzt sollte man mit den Schulerinnen und Schulern noch eine Abschluss-
standortbestimmung durchfuhren, die deckungsgleiche Elemente der Kennenlern-
phase enthalt. Dadurch werden die Kompetenzen des einzelnen Lernenden, die sich
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zu Beginn und am Ende der Auseinandersetzung mit den Zerlegungsbaumen zeig-
ten, miteinander vergleichbar. Wir als Lehrpersonen kdénnen demnach bei jedem
Kind eine Leistungsentwicklung ausmachen. Das ist bei David und Nadja ebenfalls
moglich. Sie erfinden jetzt beide mehrstufige sowie komplexere Zerlegungsbaume
und ihre Vorgehensbeschreibungen wirken viel sicherer als noch zu Beginn der In-
terviewstudie. Sie verwenden nun haufiger Fachworter und Satzphrasen aus dem
Wortspeicher. Diese konnen sie zu nachvollziehbaren Texten verknupfen.

Zerlegungsb&ume und Beschreibung von Abbas (4. Klasse):

g  au &
g@ga %0 @)
o doY @

Aoo wod ae/cjf?n Cund bo den 2 mal bo S Joo
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Zerlegungsbé&ume und Beschreibung von Xara (4. Klasse):

Abbas ist nun in
der Lage, auch
zweistufige Zer-
legungsbaume

zu produzieren.
Er zerlegt die
Zahlen kaum
noch additiv. Zu-
dem macht er
durchaus von der
Fachsprache kor-
rekt Gebrauch.
Die 50 identifi-
Ziert er jedoch als
Primzahl. Er kon-
zentriert sich
vermutlich auf die
Zehnerstelle 5.
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Xara wahlt eine sehr grol3e Startzahl und erhalt dadurch einen Zerlegungsbaum, der
aus vielen Stufen besteht. Die meisten Teiler wurden auch korrekt von ihr ermittelt.
Ihre dazugehdrige Beschreibung enthalt zwar fachsprachlich richtige Elemente,
muss allerdings mithilfe des Wortspeichers weiter ausgebaut werden.
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Zusammenfassung

Bei den Zerlegungsbaumen handelt es sich um ein grundlegendes Aufgabenformat,
mit dessen Hilfe zentrale Begriffe der Division Uber mehrere Schuljahre hinweg erar-
beitet werden konnen. Die hier vorgestellten Aufgabenbeispiele lassen sich namlich
so modifizieren, dass sie von der dritten bis hin zur sechsten Klassen einsetzbar
sind. Je nach thematischer Ausrichtung ware es sogar denkbar, die Zerlegungsbau-
me auch in hdheren Jahrgangsstufen einzusetzen. Denn im Prinzip kommen die Kin-
der bereits frihzeitig mit zahlentheoretischen Grundlagen in Kontakt, mit denen sich
Studierende in der Hochschulmathematik beschaftigen. Aber naturlich werden die
Kinder nicht mit komplizierten Inhalten aus der Hochschule erschlagen, sondern sie
konnen gemald ihrer eigenen Niveaus interessante mathematische Entdeckungen
machen. Dieser kontinuierliche Einsatz des Aufgabenformats wird nicht allein
dadurch gewahrleistet, dass die Schuilerinnen und Schuler Zerlegungsbaume mit
immer komplexer werdenden Zahlen ausrechnen mussen. Vielmehr sollten sie sich
zudem mit herausfordernden Aufgabenstellungen auseinandersetzen, die inhalts-
und prozessbezogene Kompetenzen gleichermallen fordern und fordern. Hinsichtlich
des Kompetenzaufbaus sollte also ebenfalls eine langfristige Perspektive einge-
nommen werden. Die Zerlegungsbaume greifen diese Perspektive auf, weil mithilfe
eines solchen Aufgabenformats schon in der Grundschule ein Verstandnis zu den
Bausteinen der naturlichen Zahlen grundgelegt wird, auf das sich der Mathematikun-
terricht der Sekundarstufe | beziehen kann.

Kompetenzerwartung am Ende der Kompetenzerwartung am Ende der
Klasse 4 Klasse 6
,Die SuS entdecken Beziehungen zwi- ,Die SuS bestimmen Teiler und Vielfa-

schen einzelnen Zahlen und in komple- | che naturlicher Zahlen und wenden Teil-
xen Zahlenfolgen und beschreiben diese | barkeitsregeln fur 2, 3, 5, 10 an.”

unter Verwendung von Fachbegriffen
(z.B. ist Vorganger / Nachfolger von, ist | (MSW NRW 2004, S. 20)
Nachbarzehner / Nachbarhunderter von,
ist die Halfte / das Doppelte von, ist Viel-
faches / Teiler von).”

(MSW NRW 2008, S. 59)
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