Haus 1: Entdecken, Beschreiben, Begriinden

Uben und Entdecken

Nicht zuletzt in Reaktion auf internationale Leistungsvergleiche wie TIMSS, PISA oder
PIRLS/IGLU wird seit einigen Jahren vieler Ortens recht intensiv Gber Inhalte und Prinzipien des
Unterrichts nachgedacht. Mit Blick auf die nicht immer erfreulichen Resultate im Bereich Mathema-
tik konstatieren die einen, die Grundfertigkeiten und das Basiswissen seien bei den Schuler(innen)
nicht in ausreichendem MaRe vorhanden und deren Training musse demzufolge vermehrt ins
Zentrum gerlckt werden. Die anderen hingegen machen Defizite in der eigenstédndigen Auseinan-
dersetzung mit komplexeren Aufgaben aus und mdchten das Problemldsen starker betont wissen.

Die Geschichte des Mathematikunterrichts lehrt, dass das Pendel nicht zu stark in die eine oder
die andere Richtung ausschlagen darf, sondern Uben und Entdecken stets gleichermalen beriick-
sichtigt werden sollten. Allerdings sollten sie nicht als voneinander getrennte Phasen im Lernpro-
zess angesehen werden: Vom 1. Schuljahr an sollte weitest moglich entdeckend gelibt und lbend
entdeckt werden.

Im Weiteren knlUpfen wir an diese Forderung an und beschreibt zunachst die Konzeption des pro-
duktiven Ubens, die gegeniiber anderen Vorstellungen des Ubens abgegrenzt wird (Kap. 1 & 2).
Dabei erfolgt eine Konzentration auf die sog. strukturierten Ubungen, bei denen die einzelnen Auf-
gaben durch einen Ubergeordneten Strukturzusammenhang aufeinander bezogen sind. Dieser
Strukturzusammenhang kann ein realitdtsbezogener oder ein ‘innermathematischer' sein. Wir be-
schranken uns im zweiten Teil dieses Beitrags (Kap. 3 & 4) auf Beispiele der letzten Art, auch um
die Beziehungshaltigkeit von Fragestellungen der in der Grundschule bisweilen vernachlassigten
nicht anwendungsorientierten Seite der elementaren Mathematik aufzuzeigen.

1 Die Konzeption des produktiven Ubens

Im deutschsprachigen Raum haben insbesondere Winter (1984) und Wittmann & Mdller (1990;
1992) die Vorstellung revidiert, ein Stoff musse zuerst eingeflihrt werden, bevor sich unmittelbar
eine langere Phase automatisierenden Ubens anschlieRe. Einfiihren und Uben seien keine strikt
voneinander zu trennenden Phasen, sondern eng miteinander verzahnt: ,Uben ist damit im we-
sentlichen das Wiederaufnehmen eines (entdeckenden) Lernprozesses, das Nocheinmalnachbil-
den, Nocheinmalnachbauen von Lernsituationen. An der zunehmenden (und nicht schon gleich
vermittelten) Mechanisierung von Verfahren, an der Verflechtung von Wissen sowie an der gelau-
figeren Handhabung von Strategien werden die Schuler bewuf3t und aktiv beteiligt* (Winter 1984,
10).

Sieht man also gemaR dieser Philosophie Uben als integralen Bestandteil eines aktiven Lernpro-
zesses, so muss eine sorgfaltige Analyse erfolgen, welche verschiedenen Typen von Ubungsfor-
men es gibt und wo deren jeweiliger Ort im Lernprozess liegt. Mit den Dichotomien ,formales vs.
gestiitztes* sowie ,unstrukturiertes vs. strukturiertes’ Uben sollen im folgenden wesentliche Ele-
mente der Konzeption des produktiven Ubens kurz dargestellt werden. Von ,Uben‘ spricht Witt-
mann (1992) dann, wenn ein Satz von Wissenselementen (z.B. Einspluseins) bzw. eine Fertigkeit
(z.B. schriftliches Addieren) bei einer Serie von gleichartigen Aufgaben wiederholt angesprochen
wird. Die verschiedenen Ubungsformen unterscheidet er in zwei Dimensionen.

Formales und gestiitztes Uben: Ubungsformen kénnen zum ersten verschiedene Grade der An-
schauungsgebundenheit aufweisen: Beim formalen Uben werden die Aufgaben in der sym-
bolischen Darstellungsform behandelt; beim gestiitzten Uben hingegen stiitzen sich die Aufgaben-
bearbeitungen auf bildliche Darstellungen oder Handlungsmaterial. Lorenz (1992, 2) hat in diesem
Zusammenhang darauf hingewiesen, es sei ein wesentlicher Mangel gangiger Methodik, dass sie
es den Schilern unhinterfragt Gberlasse, den Sprung von der Anschauung zum mathematischen
Begriff zu vollziehen. Ein notwendiger Zwischenschritt bestehe in der Ausbildung visueller Vor-
stellungsbilder und in der Entwicklung der Fahigkeit zum mentalen visuellen Operieren mit den
Materialien. Die Konsequenz fiir den Unterricht lautet daher, dem gestiitzten Uben genligend
Raum zu geben.

Unstrukturiertes und strukturiertes Uben:__ Far den Grad der Anschauungsgebundenheit kann
man relativ eindeutig entscheiden, ob eine Ubungsform dem formalen oder dem gestiitzten Typ
zuzurechnen ist; fur ihnren Strukturierungsgrad allerdings kann man sich nicht gleichermallen exakt
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festlegen. Statt dessen existiert ein breites Spektrum, das von nicht strukturierten bis zu stark
strukturierten Ubungsformen reicht: Beim unstrukturierten Uben sind die Aufgaben willkirlich aus-
gewahlt und haben keine Beziehung zueinander; jede Aufgabe wird fir sich betrachtet.

Beim strukturierten Uben hingegen sind die Aufgaben einer Ubungsserie sind durch einen ganz-
heitlichen Strukturzusammenhang aufeinander bezogen; die Lésungswege und die Ergebnisse der
einzelnen Aufgaben stehen in einem Zusammenhang und kdnnen sich gegenseitig unterstutzen
und Korrigieren.

Beispiele: Anhand von vier Beispielen zur Addition im Zahlenraum bis 20 sollen diese Ausflihrun-
gen kurz illustriert werden:

e Rechne aus! (gestiitzt, unstrukturiert): 00000 00 00]00000
Benutze die Rechenkette!
7+6= 1+5= 3+4= 8+2= 4+9=

e Rechne aus! (gestiitzt, strukturiert):
Benutze den Rechenrahmen! Was fallt dir auf? tgg%‘:”’:ﬂ
7+6= 6+7= 5+8= 4+9= 3+10=

o Der bunte Hahn (formal, unstrukturiert): Male die Felder so aus, wie
es die Farbe des jeweiligen Ergebnisses vorgibt (siehe rechts)

e Zahlenketten (formal, strukturiert). Wahle zwei Startzahlen und
rechne sie zusammen. Das Ergebnis schreibe rechts daneben.
Rechne dann die zweite und die dritte Zahl zusammen. Das Resul-
tat schreibe als Zielzahl rechts neben die dritte Zahl, zum Beispiel
2 10 12 22 bzw. 8 4 12 16
Finde (alle) Startzahl-Parchen, mit denen du die Zielzahl 20
erreichen kannst.

Gewichtung: Bezuglich der Gewichtung der vier Grundtypen in der
Konzeption des produktiven Ubens lasst sich zusammenfassend sagen:
so lange gestitztes Uben wie individuell nétig, so oft strukturiertes Uben wie méglich!

In gewissen Phasen, insbesondere Automatisierungsphasen am Ende der Lernprozesses, sind
allerdings auch formale, unstrukturierte Ubungen erforderlich. Bis vor rund zwei Jahrzehnten wa-
ren diese in der Hauptsache durch das klassische Packchenrechnen reprasentiert. In den heutigen
Schulen finden sich jedoch mehr und mehr Ubungen des Typs 'Bunter Hahn'. Gegen deren ver-
einzelten Einsatz ist wenig einzuwenden. In der Praxis lasst sich jedoch nicht selten beobachten,
dass 'Bunte Hahne' nicht nur die abschlieRenden Ubungsphasen, sondern den gesamten Lernpro-
zess dominieren. Aus diesem Grund sollen daher einige grundsatzliche Bemerkungen ange-
schlossen werden.

2 Uben als Unterhaltung oder als Herausforderung?

Es ist unbestritten, dass nicht wenige Kinder Ubungen wie den 'Bunten Hahn' durchaus gern erle-
digen. Allerdings ist ein recht sparsamer Einsatz aus einer Reihe von Grinden zu empfehlen. Vier
von ihnen seien im Folgenden angefihrt (vgl. auch Wittmann 1990; Sundermann & Selter 2000):

Beziehungsreiches Denken oder isoliertes Pauken: Bei Aufgaben wie dem ,Bunten Hahn‘ geht
es in der Regel nur darum, dass die Kinder lernen, auf Aufgaben mit Ergebnissen zu reagieren.
Werden solche Aufgaben verfriht eingesetzt, sind sie fur das Verstehen eher hinderlich als forder-
lich. Beziehungen zwischen Zahlen und zwischen Aufgaben sind die Quellen des mathematischen
Lernprozesses, die bei ,Bunten Hahnen‘ und dergleichen allerdings Uberhaupt nicht angesprochen
werden. In diesem Zusammenhang ist zudem zu fragen, ob das Kind wirklich rechnet oder ob es
lediglich beschaftigt wird. Mit anderen Worten: Bei vielen Aufgaben dieses Typs steht die Zeit, die
fir das Rechnen und das Denken bendtigt wird, in keinem angemessenen Verhaltnis zu den re-
chenfernen Aktivitaten (wie etwa dem Suchen der Zahlen im ,Bunten Hahn).

Individualisierung oder Gleichbehandlung: Ubungsformen wie der ,Bunte Hahn‘ werden haufig
als ideale Hilfen fiir differenziertes Arbeiten bezeichnet. In der Praxis sieht es dann bisweilen so

© Oktober 2009 by PIK AS (http://www.pikas.uni-dortmund.de/) A;f 2




aus, dass es Arbeitsblatter in drei Niveaustufen gibt, bei denen jedoch samt und sonders keine
prinzipiell unterschiedlichen Aufgaben zu erledigen sind, sondern in der Regel die Aufgabenanzahl
bzw. die ZahlengroRe die einzigen variablen Parameter sind. Damit geht man jedoch nicht wirklich
auf die einzelnen Kinder ein. Die schwacheren Schiler erhalten keine zusatzliche Férderung und
die Starken keine echte Herausforderung. Denn alle erledigen im Prinzip dasselbe.

Selbstidndigkeit oder Funktionieren: Als ein weiterer Vorteil von 'Bunten Hahnen' wird nicht sel-
ten angefiihrt, dass die Schiler(innen) eigenstandig vorgehen kénnten und somit zur Selbstandig-
keit erzogen werden wirden. Bei genauer Betrachtung fiihren solche Aufgaben jedoch lediglich zu
unselbstandiger und oberflachlicher Beschaftigung mit den Lerninhalten. Die einzige eigenstandige
'Leistung’ der Kinder kann dann bestenfalls darin bestehen, dass sie in einem organisatorisch of-
fenen Unterricht den Zeitpunkt bestimmen, an dem sie das von anderen vorgedachte Arbeitsblatt
bearbeiten; eigenes produktives Denken ist weitgehend nicht gefragt.

Lernen als Lust oder als Last: Im Grunde wird beim Einsatz von Aufgaben wie dem 'Bunten
Hahn' implizit oder explizit von der zumindest in dieser Absolutheit falschen Voraussetzung ausge-
gangen, dass bestimmte Lerninhalte prinzipiell langweilig und die Kinder per se daran weder inte-
ressiert noch in der Lage dazu sind, ihnen produktiv zu begegnen. Da sich Schiilerinnen und
Schiler jedoch mit diesem 'Stoff' auseinanderzusetzen haben, missen die durchzufihrenden Akti-
vitaten wenigstens unterhaltsam sein. Und das heift leider haufig: zwar reich an Abwechslung,
jedoch arm an Substanz. Nach meinem Dafiirhalten sollte Schule aber nicht mit der Unterhaltungs-
industrie konkurrieren, sondern sich auf ihre eigentliche Hauptaufgabe besinnen: den Schiilerinnen
und Schillern zielbewusst Gelegenheiten zu bieten, sich in einer zugleich angenehmen wie her-
ausfordernden Atmosphare weiterzuentwickeln.

Diese Forderung betrifft natiirlich auch das entdeckende Uben. Hierfiir méchten wir im Folgenden
mit den operativ strukturierten sog. schénen Péckchen (Kap. 3) und den problemstrukturierten
Ubungsformen (Kap. 4) eine Reihe von Beispielen geben,

» die Kinder herausfordern, statt sie primar unterhalten zu wollen,
» die ihre Selbstandigkeit schulen und nicht ausschalten,

+ die es jedem Kind erméglichen, eigene Wege zu gehen, statt fur alle dasselbe verbindlich vor-
zuschreiben,

» die beziehungsreiches Denken anregen und nicht isoliertes Aufgabenrechnen in den Vorder-
grund stellen.

3 Schone Packchen

Unter schénen Péckchen oder Entdeckerpéckchen versteht man operative Aufgabenserien, deren
Variationen und Einsatzmaoglichkeiten wir im Folgenden am Beispiel des Einspluseins, der Einmal-
eins und der (halb)schriftichen Addition/Subtraktion erldutern méchten. Die Grundideen sind je-
doch mutatis mutandis auf andere Ubungsinhalte Ubertragbar.

10+ 6= 5+3=__
9+ 7=_____ 8+3=__
8+ 8= M+3=____
7+ 9= 14+3=

Abb. 1: Schéne Pédckchen (aus Wittmann & Miller 2000, 38)

3.1 Schone Packchen zum Einspluseins

Wenn die Kinder diesen Aufgabentyp noch nicht kennen, sollten sie zunachst einmal eine Reihe
von schonen Packchen ausrechnen. Dabei gibt es vermutlich immer einige Schiiler(innen), die die
existierenden Zusammenhange bereits sehen oder gar nutzen, und andere, die die einzelnen Auf-
gaben getrennt voneinander berechnen. Sind einige Packchen bearbeitet worden, sollten deren
Aufbauprinzipien mit den Kindern besprochen werden. Wenn dann die Grundidee ,klar' geworden
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ist, kdbnnen sich Aufgabenstellungen der folgenden Art anschlielen, die die Kinder zum Nachden-
ken Uber die Aufgaben und ihre Ergebnisse anregen (vgl. Selter 2002).

Wie geht es weiter? Hierbei sollen die Kinder den vorgegebenen Anfang einer Aufgabenserie
ausrechnen und diese fortsetzen, also das hinein gelegte oder ein anderes von ihnen zu rechtferti-
gendes Konstruktionsprinzip nutzen. Man sollte keine Scheu haben, auch vergleichsweise simpel
erscheinende Aufgabenserien einzusetzen — etwa solche mit einem konstanten Faktor —, denn
manche Kinder brauchen verstandlicher Weise einige Zeit, um komplexere Aufbauprinzipien zu
durchschauen.

Wie geht es weiter?

2+3=.. 8 +8=. 5+2=. 7+9=. 9+1=

3+3+= 7T+7=.. 5+4=_. 6 +8=.. 8 +3=..
4 +3=.. 6+6=.. 5+6=.. 5+7=.. 7+5=..
5 4 3 = s i s i

Um wie viele Aufgaben die Serie jeweils fortgesetzt werden soll bzw. wie viele Aufgaben jeweils
vorgegeben werden, sollte individuell entschieden werden. Haufig ergibt es sich natirlicher Weise,
dass dabei der Rahmen des kleinen Einspluseins oder sogar der Zwanzigerraum verlassen wird.

Erfinde selbst! Wenn die Kinder das Grundprinzip der operativen Serien verstanden haben, soll-
ten sie auch selbst solche Aufgabenpackchen erfinden kénnen. Hierbei sind verschiedene Variati-
onen denkbar, z. B.:

+ Erfinde ein schénes Packchen! (ganz frei)

» Die erste (zweite) Zahl soll bei jeder Aufgabe die 3 sein!

* Die erste Aufgabe soll 2+2 lauten!

* Das erste Ergebnis soll 10 sein!

» Beijeder Aufgabe soll das gleiche Ergebnis herauskommen!

Hierbei werden vermutlich einige Kinder nicht durchgangig ein Aufbauprinzip verwenden. Auch ist
zu erwarten, dass Aufgaben zur Subtraktion oder solche mit mehr als 2 Summanden erfinden wer-
den (Abb. 2).

4+2 Ft8 543 2t2+S A= 1

443 £r9 3¢5 243+06 M43 4

543 It % -

4y Py S ¥4+ 7 A+Y = 4

6+ Jot2 3 24348 Ags -4

b+S 4043 2t 643 A4 < 4
A+3~

Abb. 2: 'Andere’ schéne Packchen

Es kommt nun nicht darauf an, solche Eigenproduktionen auszusondern und auf schone Packchen
hinzusteuern, die aus jeweils zwei Summanden bestehen und ein einziges, klar definiertes Kon-
struktionsprinzip aufweisen. Wichtig ist es statt dessen, die Erfindungen der Kinder anzuerkennen
und deren 'Regeln' verstehen zu wollen. Inwieweit man dann im Unterricht behutsam auf das Ein-
halten bestimmter Konventionen bezulglich der Anzahl der Summanden und des Wirkungsbereichs
der Regel drangt, muss im Einzelfall entschieden werden.

Was passt nicht? Auch bei dieser Variation missen die Kinder uber die Zusammenhange zwi-
schen den einzelnen Aufgaben reflektieren. Ihnen wird eine Aufgabenserie aus etwa flinf Aufga-
ben vorgegeben, von denen eine das Muster stért. Die Kinder missen die 'falsche' Aufgabe finden
und durch die richtige ersetzen, also die Stérung beseitigen. Im Schulbuch 'Das Zahlenbuch'
(Wittmann & Miiller 2000) findet sich an verschiedenen Stellen eine Variation derart, dass unter
der Uberschrift 'Schéne Packchen?' verschiedene Aufgabenserien abgedruckt sind, und die Kinder
diese nicht nur ausrechnen, sondern entscheiden missen, ob ein schénes oder ein gestdrtes
Packchen vorliegt. Wie das letzte der hierzu angefiihrten Beispiele andeutet, ist es bisweilen
durchaus auch méglich, mehr als eine Stérung einzubauen.
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1+2=3 8+1=.. 1+1=., 5+7=.. 9+ 2=

2+3=5 8+2=.. 2+2=.. 4 +7 = .. 8 +3=

3+4=17 8+ 3=.. 3+5=.. 2+ 7 = .. 7+5=

4 +4=28 8 +4 =, 4 +4 =, 2+7 =, 6 +4 =

5+6 =1 8 +6 =.. 5+5=_. 1+7 =.. 5+6 =
1

Auch hier ist 'kein Lehrer vor der Kreativitat seiner Schiiler sicher', wie es Bauersfeld einmal aus-
gedrickt hat. Steinweg (2001, 230) etwa berichtet von einem Erstklassler, der zu der links abge-
druckten Serie sagt, die letzte Aufgabe wirde nicht in das Muster passen, weil das Ergebnis gro-
Rer als 10 sei und die Klasse zu dem Zeitpunkt nur bis 10 gerechnet habe. Erneut gilt: Wichtig ist
zunachst nicht, dass die Kinder die Antwort geben, die der Lehrer aufgrund seiner Aufgabenzu-
sammenstellung erwartet, sondern dass ihre Entscheidung aus deren Perspektive Sinn macht.

Ordne! Beim Ordnen werden den Kindern die durcheinander geratenen Aufgaben einer Serie vor-
gegeben. Sie werden gebeten, diese auszurechnen — wobei es einige Schiler geben mag, die von
sich aus die vorgegebene Reihenfolge beim Rechnen nicht einhalten — und im Nachhinein zu sa-
gen, wie man die Aufgaben anders anordnen koénnte (links). Oder sie schreiben die Aufgaben ge-
ordnet ab und rechnen dieses schone Packchen dann aus (mittig). Etwas anspruchsvoller ist die
Aufgabe, beispielsweise acht Aufgaben vorzugeben, aus denen die Kinder zwei schdne Packchen
zusammenstellen sollen (rechts).

5+ 6 = ... Ein schones Zwei schone Packchen
Packchen

5+ 2 = .. 2+2 5+5 9+1 3+8

5+ 5 = .. 4+4 1+6 6+4

5+ 4 = . 1+1 4+9 7+3

5+ 3 = ... 3+3 8+2 2+7

Geschult wird bei diesen Variationen nicht nur die Einsicht in die operative Struktur schéner Pack-
chen, sondern auch das Beachten von Zahleigenschaften und Zahlbeziehungen, Fahigkeiten, die
beim sog. flexiblen Rechnen von entscheidender Bedeutung sind.

Was fillt dir auf? Eine weitere Anregung zur Reflexion iber Zusammenhange besteht in der Fra-
ge 'Was fallt dir auf?', die je nach Situation in unterschiedlich offener Form gestellt werden kann
(Abb. 3), beispielsweise ...

* Was fallt dir auf? (ganz frei)

+ Schaue dir die erste Zahl (die zweite Zahl) in jeder Aufgabe an. Was fallt dir auf?

» Schaue dir die Ergebnisse an. Was fallt dir auf?

» Vergleiche die erste und die zweite Aufgabe. Was ist gleich? Was ist anders?

* Wie verandert sich die erste Zahl (die zweite Zahl; das Ergebnis) von Aufgabe zu Aufgabe?

3
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Abb. 3: Beschreibung von Auffélligkeiten
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Wenn Kinder ihre Auffalligkeiten verbalisieren oder in Form von Zeichnungen bzw. kurzen Texten
verschriftlichen, dann werden erfahrungsgemaf auch unerwartete Auffalligkeiten benannt, z. B.

* Alle Ergebnisse sind kleiner als 10.
+ Die linke Zahl (1. Summand) ist immer groRer als die rechte (2. Summand).
+ Die linke Zahl ist immer kleiner als das Ergebnis. (!)

» Zuerst stehen 5 Zahlen untereinander, dann fliinfmal plus, dann wieder finf Zahlen, dann finf-
mal gleich und dann wieder finf Zahlen.

* Die letzten beiden Aufgaben waren schwerer als die anderen.

Auch hier gilt es zunéchst wieder, solche ggf. unerwarteten AuBerungen zu wiirdigen. SchlieRlich
ist es ganz normal, dass nicht allen Kindern auf Anhieb klar sein kann, was im Kontext des Ma-
thematikunterrichts eher als interessante Auffalligkeit gilt und was eher nicht.

Erklare! Die vermutlich schwierigste Aufgabe flir die Kinder besteht darin, die von ihnen beobach-
teten Auffalligkeiten anhand von reprasentativen Beispielen zu erklaren. Inwieweit die Kinder hier
Plattchen zur Erlauterung heranziehen, hangt davon ab, ob sie diese als Hilfsmittel oder als eine
weitere Darstellung kennengelernt haben, die zur Erhellung des Sachverhalts nichts oder wenig
beitragt. Dabei lassen sich aber haufig schon erstaunliche Einsichten in Beziehungen und Wirkun-
gen von Rechenoperationen beobachten, etwa ...

» Die erste Zahl wird um 1 gréRer, die zweite bleibt gleich. Das Ergebnis wird auch um 1 gréfier.
+ Beide Zahlen werden um 1 kleiner. Das Ergebnis wird um zwei kleiner.

* Wenn ich bei der ersten Zahl eins dazu tue und bei der zweiten Zahl eins wegnehme, dann ha-
be ich wieder das gleiche Ergebnis.

3.2 Schone Packchen zum Einmaleins

Wahrend im vorangehenden Abschnitt verschiedene Arten des Umgangs mit operativ strukturier-
ten Packchen beschrieben wurden, die die Schiiler(innen) zum Uben, aber auch zum Nachdenken
und zum Entdecken anregen sollten, werden nun am Beispiel des Einmaleins verschiedene Varia-
tionen der Aufgabenprasentation und damit auch der Aufgabenstellung beschrieben. Auch soll
dargestellt werden, wie Plattchen als Argumentationshilfe dienen kdnnen.

Ein schones Packchen: Dieser Aufgabentyp ist zu Recht der am weitesten Verbreitetste. Eine
Reihe von Aufgaben, die durch operative Variationen auseinander hervorgehen und wie auch in
Kap. 3.1 untereinander notiert werden, ist zu berechnen. Aul3erdem kénnen die ihnen zueigenen
Auffalligkeiten beschrieben und begrindet werden.

1-0= 1-1= 0-2= 810 10-3=
2-1= 2:-2= 1-3= 7-9= 9-4=
3:2= 3:3= 2:-4= 6-8= 8:-5=
4-3= 4-4= 3:56= 5:7= 7-6=
5-4= 5:-5= 4-6= 4-6= 6-7=

Es bietet sich auch an, nicht nur Aufgaben aus jeweils zwei Faktoren zu behandeln, sondern
durchaus auch komplexere Problemstellungen, etwa solche die sich aus der gegen- oder aus der
gleichsinnig verlaufenden Addition und der Subtraktion von Einmaleinsreihen ergeben, z. B. ...

1-5+1-2= 1-9-1= 1-4+10-2= 1+1+1-1=  10+5+10-5=
2-5+42-2=  2-9-2= 2-4+49-2=  2+2+2-2= 9+5+9-5=
3-5+43-2=  3-9-3= 3-4+8-2=  3+3+3-3= 8+5+8-5=
4-5+4-2=  4-9-4= 4-4+7-2=  A+4+4-4= T+5+7-5=

Zwei schone Packchen: Bei diesem Grundtyp missen jeweils zwei zusammengehorige Aufga-
benserien berechnet werden: So sind bei dem fiir die Abb. 4 ausgewahlten Beispiel im linken Auf-
gabenpackchen jeweils drei aufeinanderfolgende Zahlen zu addieren; parallel dazu ist deren mitt-
lerer Summand jeweils mit ,3' zu multiplizieren. Die Schiler kdnnen dabei sowohl innerhalb einer
Serie als auch im Vergleich von Plus- und Malaufgaben eine Reihe von Auffalligkeiten entdecken.
So weisen etwa ,zusammengehdrige‘ Aufgaben stets das gleiche Resultat auf.
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Diese Gleichheit kann man verstehen, wenn man den ersten Summanden auf Kosten des dritten
um ,1° erhoht, so dass man in der Summe das Dreifache des mittleren Summanden erhalt. Aller-
dings ist es mindestens genauso aufschlussreich, diesen Zusammenhang auf der anschaulichen
Ebene anhand reprasentativer Beispiele ,einzusehen’. Dazu stellt man die drei aufeinanderfolgen-
den Summanden als untereinander angeordnete Punktreihen dar und verschiebt einen Punkt aus
der letzten in die erste Zeile. So kann man unabhangig von der Grélke der verwendeten Zahlen-
werte stets die Ergebnisgleichheit begrinden (Abb. 4), wie die Dokumente von Drittklasslern illust-
rieren, die gebeten worden waren, die ersten drei vorgegebenen Aufgaben auszurechnen, die Se-
rie entsprechend fortzusetzen, Auffalligkeiten zu beschreiben und — falls méglich — auch zu be-

grinden.
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Abb. 4: Zahlentreppen
Aufgabenparchen: Bei den ,Aufgabenparchen’ werden jeweils zwei Aufgaben zweier schoner
Packchen als zusammengehdrig hervorgehoben, um die Aufmerksamkeit auf diese Beziehung zu
lenken. ,Aufgabenparchen’ kann man beispielsweise so wahlen, dass jeweils zwei Malaufgaben
miteinander zu vergleichen sind, bei denen die Faktoren der jeweils oben stehenden Aufgabe zur

Konstruktion der unten stehenden gegensinnig um ,1‘ verandert werden (Abb. 5).
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Abb. 5: Aufgabenpérchen

Hier kann eine Punktmusterdarstellung helfen, zu verstehen, warum sich stets die Differenz ,1*
ergibt (Abb. 5). Hierzu geht man jeweils von der quadratischen Anordnung aus — in den beiden von
Max gewahlten Beispielen also von ,5-5 bzw. ,4-4° — nimmt die letzte, hier grau markierte Spalte
weg und ordnet sie unterhalb der jeweils letzten Zeile des dadurch entstandenen ,5-4° bzw. ,4-3'-
Rechtecks an. Da die Anzahl der Spalten um ,1‘ vermindert worden ist, behalt man dabei stets
einen Punkt Gbrig. Damit Schuler solche Beweise fuhren bzw. verstehen kénnen, bedarf es natir-
lich einer gewissen Ubung.

Allerdings wiirde ich es zunachst einmal als vollkommen ausreichend ansehen, wenn Auffalligkei-
ten — und keineswegs nur die von der Lehrerin als besonders bedeutsam erachteten — entdeckt,
zur Weiterfiihrung der Serie benutzt und beschrieben wiirden. Im Ubrigen hat man mit der Beweis-
idee von Max eigentlich schon die Grundidee fiir einen Beweis der dritten Binomischen Formel:

Man kann analog zeigen, dass n’ dasselbe ist wie (n+1)-(n=1)+1, und wenn man jeweils ein Platt-
chen entfernt, dass n —1=(n—1)-(n+1).

48 49-1=48%  A1-1=10

3.3 Schéne Pickchen zum bR v SR g
(halb)schriftlichen Rechnen b4-2739 AP 7 oo

AbschlieRend mochte ich zwei Beispiele ge- oA 35:?;%;"
ben, die verdeutlichen sollen, dass die Idee };—13=0
der operativen Packchen keineswegs auf das -126%
Einspluseins und das Einmaleins beschrankt 99-1=98 gg/;:es 6%??&
ist, sondern den Rechenunterricht auch in 98 -3 fgg 65 ~5=60 63--{{
hoheren Klassen bereichern kann. Auch soll 95 -5 =90 60 -1 =903 gq—b;
s . ; 0 -+=93 _g=by BT
in diesem Abschnitt gezeigt werden, dass §3 -0 =4 93 1233 ¥5-9=59
schone Packchen im Rahmen einer anregen- Ny -11=63 g;f :33 A L)
den Aufgabenstellung durchaus auch von den (3 13750 0 1525 35’”‘1’&
Schiiler(innen) selbst konstruiert werden kén- 50 —19= 3; H~197U
nen. 35 ~1+=1 -

. o . ~55 MY=1=110
Méglichst nahe an Null: Bei dieser Ubungs- 39-1=38 36‘?:32 1M0-3=10%
form wird zunachst die Regel festgelegt, dass 35,& B35 3(5 :S*Q"% 107 -B=1rL
von einer bestimmten Zahl (nicht groRer als 395530 3% ﬂitm’ 100 —"3=95
100) der Reihe nach die aufeinanderfolgen- | 35 —7=23 j?:g;qq 95-9=86
den ungeraden Zahlen subtrahiert werden, 23 -9 =A% PRSPV g6 1121
also —1, -3, -5 usw. Die Zielsetzung besteht ng =1=3 M5 =13 =62
darin, Startzahlen zu finden, die dazu fiihren, 62-15 =4y
dass man ein mdglichst kleines (positives) 4y 1% =30
Ergebnis erhalt. Noch besser ist es, wenn 50 ~19 <11
man Startzahlen findet, die genau zum Resul- Abb. 6: Christofs Aufgabenserien
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tat O fuhren. Bei diesen handelt es sich genau um die Quadratzahlen, wie man schon anhand der
nebenstehenden Lésung von Christof vermuten kann, der ausgehend von denjenigen Startzahlen,
die nicht exakt die 0 ergaben, geschickt operativ variierte.

Dass genau die Quadratzahlen die gesuchten Zahlen sind, kann man sich verdeutlichen, wenn
man den Spiel umdreht und zu 0 die aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen hinzuzahlt: 0+1=1;
+3=4; +5=9; +7=16 usw. Variationen dieser Aufgabenstellung bestehen darin, die aufeinanderfol-
genden geraden oder alle aufeinanderfolgende Zahlen zu subtrahieren. In beiden Fallen ergeben
sich wieder besondere Zahlen als Startzahlen: die sog. Rechteckszahlen und die sog. Dreiecks-
zahlen. (Abb.7)

/Quadratzahlen Rechteckszahlen Dreieckszahlen )
OO000O

O0O000 o000 O
00000 OOOO0O | 00
CO0O0 00000 O8O
00000 00000 0000
C000 OO0 00000
\1+3+5+7+9 2+4+6+8+10 1+2+3+4+5

Abb. 7: Besondere Zahlen

Schone Ergebnisse: Bei dieser Aufgabe bekommen die Kinder Rechenpackchen vorgelegt, bei
den die verwendeten Zahlen besondere Zahlen sind, wie etwa Schnapszahlen (z. B. drei gleiche
Ziffern) oder solche, die aus aufeinanderfolgenden Ziffern bestehen (z. B. 234 oder 654). Beim
folgenden Beispiel wurden Viertklassler gebeten, vorgegebene operative Serien auszurechnen
und zu beschreiben, was ihnen auffallen wiirde. Marc-André notierte hierbei das Folgende.
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Abb. 8: Marc-Andrés Beschreibungen
Aulerdem sollten die Kinder selbst ahnliche Aufgabenserien erfinden. Hier produzierte Marc-

André vier unterschiedliche Serien, deren Resultate jeweils Vielfache von 111 darstellten (Abb. 9).
N
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Abb. 9: Marc-Andrés Erfindungen
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Wie bei den anderen Aufgaben des Kapitels 3 kann bei dieser Ubungsform gleichzeitig entdeckt
und gelibt werden, denn die Schiller setzen sich mit Auffalligkeiten auseinander und rechnen
gleichzeitig eine gréoRere Anzahl von Aufgaben. In der Theorie des produktiven Ubens (Wittmann
1992) werden solche Aufgaben als operativ strukturierte Ubungen bezeichnet. Deren Besonderheit
besteht darin, dass die gleichartigen Aufgaben einer Serie aus systematischen Variationen der
Aufgabendaten erwachsen und diese in einem gesetzmafligen Zusammenhang stehen.

4 Problemstrukturierte Ubungsformen

Bei problemstrukturierten Ubungen, einem anderen Grundtyp des produktiven Ubens, sind die
Aufgaben einer Serie im Umkreis einer tUbergeordneten Fragestellung innerhalb eines mathema-
tisch substanziellen Problemkontextes angesiedelt, so dass die Auseinandersetzung mit einzelnen
Aufgaben den Boden flr die Untersuchung dieser tUbergeordneten Struktur bietet. Fur solche Prob-
lemkontexte gebe ich im Folgenden mit den Rechendreiecken, den Malh&usern und den Summen
von Reihenfolgezahlen drei Beispiele.

Dieses geschieht allerdings nicht ohne den Hinweis darauf, dass das produktive Uben mit den
sachstrukturierten Ubungen, bei denen sich die Aufgaben in einen lebensweltlichen Sachzusam-
menhang einordnen, noch einen dritten, hier aus eingangs geschilderten Erwagungen nicht naher
beschriebenen Ubungstyp kennt. Eine klare Unterscheidung in operativ, problem- und sachstruktu-
riert ist bei manchen Ubungsformen nicht zweifelsfrei mdglich, da auch Mischformen dieser Grund-
typen existieren — so enthalt die operativ strukturierte Aufgabe ,Moéglichst nahe an 0° (Kap. 3.3)
durchaus auch Elemente problemstrukturierten Ubens.

41 Rechendreiecke

Bei den Rechendreiecken (Wittmann & Mdller 2000, 56f.) wird ein gleichseitiges Dreieck in drei
kongruente Drachenvierecke zerlegt, in die jeweils Platichen gelegt bzw. deren Anzahlen durch
Zahlsymbole reprasentiert werden (Abb. 10). Die Summe der Anzahlen zweier benachbarter Fel-
der — auch Mittelzahlen genannt — wird in die dafir vorgesehenen Felder am Rand — als sog.
Randzahlen — eingetragen. Vier verschiedene Aufgabenstellungen im Kontext der Rechendreiecke
mochte ich im Folgenden kurz beschreiben (vgl. Selter 1997).

Finde die fehlenden Zahlen! Die einfachste Aufgabe besteht darin, die Randzahlen bei gegebe-
nen Mittelzahlen zu ermitteln (1 & 2). Diese Aufgabenstellung kann erschwert werden, indem eine
(zwei, drei) Randzahl(en) und zwei (eine, keine) Mittelzahl(en) vorgegeben sind (vgl. 3 bis 6). In
héheren Klassenstufen ist es méglich, gréRere Zahlen, negative Zahlen, Dezimalzahlen, Brliche,
sogar algebraische Ausdriicke zu verwenden und damit Gelegenheit zur Ubung des additiven
Rechnens in anderen Stoffgebieten zu geben.

LN

Abb. 10: Finde die fehlenden Zahlen!

Erfinde Rechendreiecke! Herausfordernd ist es auch, wenn die Kinder selbst Rechendreiecke flir
ihre Mitschuler erfinden, bei denen sie drei Zahlen vorgeben und die fehlenden drei zu bestimmen
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sind. Damit die ,Erfinder* die Zahlen nicht wahllos hinschreiben, hat es sich bewahrt, die jeweiligen
Lésungen von ihnen selbst separat — etwa auf der Rickseite der Aufgabenkarte — notieren zu las-
sen. Damit Uben sie selbst auch das Rechnen, und die Mitschiler, die die Aufgaben lésen, erhal-
ten eine Kontrollméglichkeit. Die Beispiele in Abb. 11 geben einen Eindruck davon, welche Re-
chendreiecke Viertklassler zu Beginn des Schuljahres erfunden und jeweils auch selbst geldst ha-
ben. Dabei zeigt sich, dass nicht nur der bis dahin bekannte Zahlenraum bis 1000 Uberschritten
wurde, sondern bereits auch einfache Dezimalzahlen (9,5) sowie Briche (1/2) verwendet wurden.

- R

Abb. 11: Selbst erfundene Rechendreiecke

Systematische Variationen: Ein weiteres Problemfeld besteht darin, gezielt die Wirkung von sys-
tematischen Veranderungen zu untersuchen, die die Schiiler (zundchst) anhand von reprasentati-
ven Beispielen betrachten. Die Fragestellungen kénnen sich beispielsweise damit befassen, wie
sich — ausgehend von einem vorgegebenen Rechendreieck — die Randzahlen dndern,

+ wenn jede Mittelzahl um 1 vergréRert wird;

* wenn die obere Mittelzahl um 1 verkleinert und die rechte um 1 vergréf3ert wird;
* wenn jeweils die obere und die linke Mittelzahl um 1 verkleinert wird;

* wenn alle drei Mittelzahlen um 2 vergréRRert werden; usw.

In der Abb. 12 sind zwei solcher Serien abgebildet: Bei den ersten drei (bzw. vier) Rechendrei-
ecken waren jeweils alle drei Mittelzahlen vorgegeben, bei den restlichen waren keinerlei Eintra-
gungen vorgenommen worden. Drittkldssler sollten die fehlenden Randzahlen ermitteln und bei
den letzten Aufgaben diejenigen Mittelzahlen eintragen, die sich aus der Fortsetzung der Serie
ergaben. Aullerdem sollten sie in kleinen Texten Auffalligkeiten notieren: Im ersten Beispiel
schreibt Christian zwar von der rechten Randzahl; seine sonstigen Ausfilhrungen lassen es jedoch
als ziemlich sicher scheinen, dass er darlegt, warum die linke Randzahl invariant bleibt: ,Die rechte
Randzahl bleibt gleich. Weil die obere Mittelzahl immer eins weniger wird. Die linke Mittelzahl wird
immer eins mehr." Rebecca setzte eine andere Aufgabenfolge fort, bei der die Mittelzahlen eines
Rechendreiecks jeweils das Dreifache der jeweiligen Mittelzahl des vorangehenden darstellten:
,Man kann jede Zahl in einem Dreieck mal drei rechnen, dann kommt sie beim nachsten Dreieck
‘raus.’ Dieses bezog sie — wie sie mundlich erganzte — nicht nur auf die Mittel-, sondern auch auf
die Randzahlen. Der Text von Vincent, dem dieselbe Aufgabenserie zugrundelag, zeigt, dass die
Schuler durchaus uberraschende Einsichten sammelten: ,Wenn man vom ersten Dreieck die rech-
te Randzahl mit der linken Randzahl addiert vom zweiten Dreieck, erhalt man die rechte Randzahl
vom zweiten Dreieck’.
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Abb. 12: Systematische Variationen

Genauso gut ist es naturlich moglich, die Problemstellungen zu modifizieren, indem betrachtet
wird, wie sich die Mittelzahlen andern, wenn man die Randzahlen entsprechend systematisch vari-
iert.

Knobelaufgaben: AbschlieRend mdchte ich einige sog. Knobelaufgaben erwéhnen. Aus Platz-
grunden habe ich sie hier abstrakter formuliert, als es fur den Unterricht (zumindest in der Grund-
schule) angemessen erscheint. Dem Leser wird es keine gro3e Mihe bereiten, weitere Fragestel-
lungen aufzuwerfen.

Koénnen alle drei Randzahlen gerade (bzw. ungerade) sein?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Summe der Randzahlen und der Summe der
Mittelzahlen?

Kann man drei beliebige Zahlen als Randzahlen wahlen oder gibt es da Einschrankungen?
Wenn ja, welche?

Kdénnen die Randzahlen drei aufeinanderfolgende Zahlen (drei Quadratzahlen) sein?

Ubertrage alle Fragestellungen auf Rechenvierecke! usw.

4.2 Malhauser

Die Malhauser knlpfen an die sog. 'Plushauser' (oder 'Zahlen-
hauser') aus dem 1. Schuljahr an. Hier wie dort ist die Aufga- Plushaus Malhaus
benvorschrift recht schnell beschrieben: In das Dach eines
Hauses schreibt man eine Zahl (die 'Hausnummer'), in die ein- 5 6
zelnen Stockwerke zugehdrige Plus- bzw. Malaufgaben. Auf- 144 1.6
gabe und Tauschaufgabe werden als zwei verschiedene Auf- 243 .3
gaben angesehen (vgl. Selter 2002a).

3+2 32
Natirlich kann man sich auf die Aufgaben des sog. kleinen 4+1 61
Einmaleins (von 1-1 bis 10:10) beschranken, wenn deren Auf-
gaben im Unterricht besonders thematisiert werden. Es bietet | Abb. 13- Plus- und Malhaus

sich jedoch geradezu an, etwa bei der Zahl 24 auch Aufgaben

wie 1-24 oder 12-2 zuzulassen. Erstens tauchen diese beim Kopfrechnen im Hunderterraum natir-
licher Weise auf; zweitens eroffnen sich dadurch neue und ergiebige Entdeckungsmadglichkeiten.

Am Beispiel des Malhauses mit der Zahl 6 kann deutlich werden, dass die Anzahl der Malaufga-
ben, die man finden kann, gleich der Anzahl der Teiler ist, die die entsprechende Zahl aufweist.
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Die Teiler der Zahl 6 lauten 1, 2, 3 und 6, und zu jeder dieser Zahlen gibt es genau eine Malaufga-
be mit eben diesen Teilern als 1. Faktor und dem sog. Co-Teiler als 2. Faktor.

In der Tabelle 1 ist fir jede Hausnummer (fett) die Anzahl der Stockwerke angegeben. Sie mag auf
den ersten Blick ein wenig unubersichtlich wirken, kann aber erstens beim selbst Entdecken von
Zusammenhangen behilflich sein und zweitens im Unterricht auf einen Blick Informationen Uber die
Anzahl von méglichen Aufgaben bei bestimmten Hausnummern geben.

1/2 3|4 |56 |7[8]9]10

223242434
11 (12131415 16 [17 [ 18| 19| 20

262|445 ]2]6]2]6
2122|2324 25]26 |27 [28[29] 30

414|283 |ala]6]|2]38
31[3233|34]35]36|37[38]39]40

2|6 |4alalalol2]4a4a]s
41]42]43]44]45]46 |47 484950

282|664 ]2]10]3]6
51|52 | 53|54 |55|56 |57 | 58|59 60

46|28 a|84a]4a]2]12
61|62 63|64 65|66 67 |68]|69]70

246|748 ]2]6]4]8
717273 |74 75|76 |77 |78 | 79| 80

2 [12]2]4a]6 |6 ]4a]8]2]10
818283 /8485|8687 888990

5 al2]12]4aala]8]2]12
9192|9394 95|96 97 | 98|99 [100

4]16lalalal12]2]6]6]09

Tab. 1: Teiler und Teileranzahlen
Schaut man sich diese Tabelle an, so kann man Einiges erkennen:

» Es gibt genau eine Zahl mit nur einer Malaufgabe, namlich die 1.

» Es gibt 25 Zahlen (von 100, also genau ein Viertel!) mit genau 2 Aufgaben; das sind die Prim-
zahlen.

» Fir nahezu jede dritte Zahl existieren genau 4 Aufgaben.

+ Die meisten Zahlen haben eine gerade Anzahl von Aufgaben. Fur nicht mehr als 10 von 100
Aufgaben gibt es eine ungerade Anzahl von Aufgaben — das sind genau die 10 Quadratzahlen.
Hier sind Teiler und Co-Teiler identisch (z. B. 36=6-6).

» Die meisten Aufgaben, namlich 12, findet man fir die folgenden Zahlen: 60, 72, 84, 90, 96.

+ Was vor allem Kinder Uberrascht: Die Grof3e einer Zahl hat — anders als bei den Plushdusern —
keinen direkten Einfluss auf die Anzahl der Aufgaben. Es gibt grof’e Zahlen mit wenigen Aufga-
ben (z. B. die 97) und kleine mit vergleichsweise vielen (z. B. die 12).

+ Verdoppelt man eine Zahl, so wéachst die Anzahl der moglichen Aufgaben jeweils um 1 (Uber-
prufen Sie es bei 2, 4, 8, 16, usw.!).

* Mehr fUr Lehrerinnen als fiur Viertklassler: Multipliziert man zwei Zahlen, die keinen gemeinsa-
men Teiler haben (z. B. 3-4=12), dann kann man auch die Anzahlen der zu findenden Malauf-
gaben entsprechend miteinander malnehmen (2-:3=6). Sind die Zahlen nicht teilerfremd, so
funktioniert das nicht.

Die Hauser 1 bis 20: Zunachst sollte anhand von kleineren Zahlen die 'Regel' erarbeitet bzw. —
falls bekannt — von den Plushdusern auf die Malhauser Ubertragen werden. Wichtig ist, dass nur
Aufgaben mit genau 2 Faktoren notiert werden und dass Aufgabe und Tauschaufgabe als ver-
schieden anzusehen sind. Ziel ist es dabei, jeweils alle mdglichen Malaufgaben zu finden, die es
zu jeder Hausnummer gibt. Wichtig ist des weiteren, dass auch Aufgaben ‘jenseits' des sog. klei-
nen Einmaleins zugelassen sind (etwa 1-12 oder 12-1).

Sind diese 'Regeln' anhand von drei Beispielen (etwa der Hausnummern 3, 10, und 12) entwickelt
und gefestigt worden, so kann sich nun eine Phase anschlielRen, in der die Schuler(innen) fur die
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Zahlen von 1 bis 20 alle mdglichen Aufgaben finden und in die Stockwerke eintragen. Ob jedes
Kind sich mit jeder Zahl beschaftigt, kleine Gruppen gebildet werden oder die Klasse arbeitsteilig
vorgeht, hangt vom Leistungsstand der Schiler(innen) ab.

Die Ergebnisse werden dann z. B. an der Tafel oder am OHP zusammengetragen. Lasst man je-
des Kind ein Malhaus mit vorgegebener Dachzahl ausfiillen, so hat man schnell alle 20 Malhauser
parat. Es fallt auf, dass es nur ein Einerhaus und ein Finferhaus gibt: Vielleicht gibt es noch weite-
re bei gréReren Zahlen. Es gibt viele Zweier- und Vierer-, aber nur zwei Dreierhduser. Ist das Zu-
fall? Gibt es vielleicht auch Siebener-, Achterhduser usw? Viele Fragen kénnen sich in der Diskus-
sion ergeben, die es nahe legen, sich mit hdheren Hausnummern zu befassen.

Hoéhere Hausnummern: Aufgrund der Beschrankung auf die Zahlen von 1 bis 20 tauchen Fakto-
ren gréRer 10 nur in Aufgaben des Typs 1 mal Zahl oder Zahl mal 1 auf. Daher sollten zu Beginn
dieser Phase anhand von zwei oder drei Beispielen (etwa der 23, der 24 und der 25) die Regeln
nochmals wiederholt werden und insbesondere heraus gearbeitet werden, dass auch Aufgaben
des Typs 1-24 oder 12-2 gesucht sind.

Die Lehrerin muss vorab entscheiden, ob sie nun alle Hausnummern von 1 bis 100 oder nur einen
eingeschrankten Bereich (etwa von 1 bis 60) als 'Suchraum' zur Verfliigung stellt, den einzelne
Schuler(innen) bei Bedarf naturlich auch Uberschreiten kdnnen. Auch muss sie entscheiden, ob die
Schiler(innen) direkt selbst Zahlen auswahlen und nach der Anzahl ihrer Stockwerke forschen
sollen, oder ob sie selbst zunachst eine Anzahl von reprasentativen Beispielen auswahlt, anhand
derer gewisse Phanomene zu Tage treten, bevor die Schiler(innen) selbst eigene Hausnummern
aussuchen.

Man kann den Kindern fiir die ggf. vorgegebenen Hausnummern auch signalisieren, wie viele
Stockwerke es jeweils gibt. Das kann deren systematisches Vorgehen erleichtern (da sie wissen,
dass ggf. noch Aufgaben fehlen, und sie gezielt suchen), aber auch erschweren (wenn sie 'zufal-
lig' alle Moglichkeiten gefunden haben und nicht mehr weiter suchen missen).

Auch hierbei geht es wieder um das Beobachten von Auffalligkeiten: Wer hat ein Neunerhaus ge-
funden? Ein Zehner-, gar ein Elfer- oder Zwoélferhaus? Gibt es weitere Einer- oder Funferhduser?
Findet man auch bei groRen Hausnummern kleine Hauser? usw.

Einfamilienhauser und Hochhauser: Naturgemaf interessieren Kinder Extreme, in diesem Zu-
sammenhang also Hauser mit wenigen und solche mit vielen Stockwerken. Es bietet sich an, ei-
nen Teil der Klasse nach besonders niedrigen (1 bis 3 Stockwerke) und nach besonders hohen
Hausern suchen zu lassen oder sich von vornherein auf hohe Hauser zu beschranken. Was man
dabei als hoch bezeichnet, hangt vom gewahlten Suchraum ab. Nimmt man den Zahlenraum bis
60 (100), so kdnnte man beispielsweise Hauser, die mehr als 5 (8) Stockwerke haben, als beson-
ders hoch bezeichnen.

Auch bei dieser Aufgabe ist es natlirlich mdglich, zunachst einen gewissen Zahlenpool vor-
zugeben, um den Suchraum einzuschrénken und so das Auftreten von Erfolgen wahrscheinlicher
werden zu lassen, bevor die Schiler(innen) sich selbst Zahlen suchen. Selbstverstandlich kénnen
einzelne Schiiler(innen) auf der Suche nach hohen Hausern auch den Hunderterraum verlassen.

4.3 Plusaufgaben mit Reihenfolgezahlen

Beim den ‘Plusaufgaben mit Reihenfolgezahlen’ geht es darum, verschiedene, unterschiedlich
anspruchsvolle Probleme zu I6sen, die sich im Umkreis von Summen aufeinanderfolgender natur-
licher Zahlen ergeben. Im 2. Schuljahr beispielsweise kann man die Schiler bitten, jeweils drei
Reihenfolgezahlen zu addieren, z. B.: 2+3+4 oder 13+14+15 oder ..., Auffalligkeiten zu beschrei-
ben und ggf. sogar zu begrinden. Im 8. Schuljahr kdnnte die Aufgabe lauten: Finde alle Plusauf-
gaben mit Reihenfolgezahlen (also nicht nur diejenigen mit drei Summanden), deren Ergebnis
1000 ist! Versuchen Sie doch selbst einmal, alle Lésungen zu finden, bevor Sie weiterlesen!

Die Aufgabenstellung fir das 4. bis 6. Schuljahr, von der im weiteren berichtet werden soll (vgl.
Schwatzer & Selter 2000), bestand darin, alle Summen aufeinanderfolgender naturlicher Zahlen zu
finden, deren Resultat nicht groRer ist als 25. Aus der Tabelle 2 ist ersichtlich, dass es hier 27 ver-
schiedene Losungen gibt.
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Wie viele finden wir? Zunachst sollten alle Kin-
der samtliche Summen niederschreiben, die sie
fanden. Am Ende dieser Phase sollten die Kinder
an Gruppentischen mit zur gleichen Zeit fertig
werdenden anderen Zweiergruppen ihre Ergeb-
nisse abgleichen bzw. erganzen und dabei magli-
cherweise schon erste Diskussionen Uber Fin-
destrategien flhren.

Joana und Fabian (Abb. 14) produzierten bei-
spielsweise zunachst 4er-Summen mit der Stra-
tegie, eine Aufgabe durch Erhéhung aller Sum-
manden um 1 aus der vorangehenden zu erzeu-
gen, bis die 25 Uberschritten wurde, um dann
mittels ahnlich systematisch 3er-Summen zu fin-
den. Auch die Lésung von Jennifer und Julian
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Abb. 14: Produktion von Lésungen

schliellich zu der Auffassung, dass es nur ihre 27 gefundenen

Mdoglichkeiten gab.

Reflexion Uber die Entdeckungen: Am Ende nahmen die
Kinder eine individuelle Rickschau auf den Lernprozess vor.
Zu diesem Zweck sollten sie einen Text zu einer der beiden
folgenden Fragestellungen verfassen: ,Wie viele Plusaufgaben
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Warum haben wir alle gefunden? Anschlie-
Rend ging es um die Begriundung der Voll-
standigkeit der gefundenen Lo&sungen. Zu-
nachst stellte die Lehrperson aus den teilwei-
se auf Folie kopierten Eigenproduktionen die
verschiedenen Anzahlen gefundener Mdog-
lichkeiten vor, um darauf hin zu fragen, wel-
che Anzahl denn nun die richtige sei.

Die Kinder sollten dann gemeinsam ein Do-
kument erstellen, in dem sie durch Ordnen die
Vollstandigkeit ihrer Ldsungen begrinden.
,Ordnen® hiel3 hier sowohl das geordnete Ab-
schreiben der gefundenen Ergebnisse bzw.
deren Ausschneiden und geordnetes Aufkle-
ben.

Die Gruppe um Joana (Abb. 15) beispielswei-
se zerschnitt dazu eine Kopie ihres Ergebnis-
blattes, ordnete die Ergebnisse nach Anzahl
der Sum-
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Abb. 15: Systematisierungen

mit Reihenfolgezahlen mit Ergebnis nicht grofRer als 25 gibt
es?“ oder ,Was ich Uber Plusaufgaben mit Reihenfolgezahlen gelernt habe® (Abb. 16).
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Abb. 16: Reflexionen
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