Die Raumvorstellung herausfordern mit Somawiurfelnetzen

Lerntandems farben fehlende Flachen am Netz eines Somawdirfels
und verbalisieren gefundene Strategien

Im folgenden Artikel soll eine Kartei vorgestellt werden, die es ermdglicht, an vorhandene
Kompetenzen im Bereich ,Raum und Form® anzuknipfen und diese weiter herauszufordern.

Um den Aufbau der Kartei zu erlautern, wird es zundchst nétig sein, den Begriff der
Raumvorstellung etwas naher zu betrachten. Weiterhin wird der Somawdurfel kurz vorgestellt, da
diese theoretischen Hintergriinde den Ausgangspunkt zur Entwicklung der hier vorgestellten Kartei
bilden.

1. Theoretische Einbettung

1.1 Raumvorstellung

Da wir in einer dreidimensionalen Umwelt leben, ist unsere Raumvorstellung in zahlreichen
alltaglichen Situationen von zentraler Bedeutung. Diese geht weit Uber das Beschreiben von
Wegen oder das Orientieren in einer neuen Umgebung hinaus. Raumvorstellung ist beispielsweise
auch vonndéten, ,wenn man gedanklich vorwegnimmt, wie Objekte eingepackt, eingerdumt oder
transportiert werden“' oder wenn ein zugeworfener Ball gefangen werden soll. Weiterhin heift es
z.B. bei Grassmann u.a., dass ein Bezug zwischen der Raumvorstellung und dem Erfolg im Beruf
besteht, da eine gute Raumvorstellung Auswirkungen auf die personliche Organisation von
Aufgaben habe.? So herrscht allgemein Einigkeit dariber, dass die Raumvorstellung ,eine
Basiskomponente der Intelligenz*? ist.

Auch wird an zahlreichen Stellen in der Fachliteratur auf den engen Zusammenhang zwischen der
Raumvorstellung und der Arithmetik verwiesen.* Erst die Vorstellung von Zahlen, deren
Beziehungen sowie mathematischen Operationen ermdglichen echtes Verstehen sowie flexibles
Rechnen.® Vor diesem Hintergrund ist es verstandlich, dass Radatz/Rickmeyer die Férderung der
Raumvorstellung als ,eines der obersten Ziele des Geometrieunterrichts“® bezeichnen. Die
Raumvorstellung entwickelt sich zudem ,zwischen dem 7. und dem 13. Lebensjahr — verglichen
mit den anderen Intelligenzfaktoren — besonders stark[...]. Damit gewinnt die Behandlung
geometrischer Inhalte in der Grundschule unter dem Aspekt der Forderung der Raumvorstellung
eine fundamentale Bedeutung.”” Krauthausen/Scherer sprechen von einer ,sensiblen Phase“ in
diesem Alter.®

Auch in den KMK-Bildungsstandards Mathematik findet die Raumvorstellung eine besondere
Beachtung im Inhaltsfeld ,Raum und Form*“.®

Der Begriff der ,Raumvorstellung” bzw. des ,rdumlichen Vorstellungsvermdgens® wird in der Fachli-
teratur jedoch nicht einheitlich definiert.™

An dieser Stelle sollen die fiinf von Grassmann u.a. genannten Teilaspekte vorgestellt werden, da
in diesen wesentliche Komponenten anderer Ansatze aufgegriffen, konkretisiert und voneinander
abgegrenzt werden.™

1. Die ,,raumliche Wahrnehmung“ betrifft alle Fahigkeiten, ,,Objekte, Lagebeziehungen zwischen
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Objekten und [...] Lagebeziehungen von Objekten beziglich des eigenen Kérpers wahrzuneh-
men“'2. Sie umfasst die fiinf Bereiche nach Frostig.™

Die Teilfahigkeit ,,rdumliche Beziehungen“ umfasst das Vorstellen und Beschreiben von
raumlichen Lagebeziehungen unbewegter Objekte, wie z.B. darliber — darunter, dahinter — da-
vor. Der Standort der Betrachterin bzw. des Betrachters befindet sich bei dieser Teilkomponente
auflerhalb der raumlichen Situation.

Die ,,raumliche Orientierung“ beinhaltet die ,Fahigkeit, die eigene Person gedanklich richtig
in eine rdumliche Situation einzuordnen, sich real und mental im Raum zurechtzufinden.“"
Fahigkeiten, wie das gedankliche Falten oder Zerschneiden von Objekten, also das mentale
Operieren mit Teilen eines Objektes, werden dem Bereich der ,rAumlichen Visualisierung® oder
auch ,Veranschaulichung“ zugeordnet.

Die Teilkomponente ,,mentale Rotation“ umfasst die Fahigkeit, sich Rotationen eines Objektes
als Ganzes ,schnell und prazise“' vorstellen zu kénnen.

Die folgende Grafik gibt einen Uberblick (ber die Einordnung verschiedener Situationen und
Aufgabenstellungen:
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1.2 Der Somawtirfel

In der Fachliteratur wird der Somawdirfel in Zusammenhang mit der Schulung unterschiedlicher
Teilaspekte der Raumvorstellung erwahnt und im Kontext entsprechender Aufgabenstellungen
vorgestellt.*®

Der Somawdrfel wurde 1936 von dem danischen Mathematiker Piet Hein erfunden. Ausgangs-
punkt waren alle Wirfelmehrlinge, die sich mit einem, zwei, drei und vier Wirfeln bilden lassen.
.Wenn zwei, drei und vier Wirfel so miteinander verbunden werden, dass sich immer zwei Flachen
berthren, entstehen mit zwei Wurfeln ein Wurfelzwilling, mit drei Warfeln zwei Warfeldrillinge, mit
vier Wirfeln acht Wirfelvierlinge.“" Die auf diese Weise gewonnenen sieben irregularen Korper —
sechs Wirfelvierlinge und ein Wurfeldrilling — bestehen aus genau 27 Einzelwirfeln und lassen
sich, Symmetrien ausgenommen, auf 240 Weisen zu einem 3x3x3-Wirfel zusammensetzen.
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2. Welche Konsequenzen ergeben sich daraus fur den Mathematikunterricht?

Durch die obige Betrachtung der finf definierten Teilaspekte der Raumvorstellung kénnen
Aufgabenstellungen aus Schulblichern oder bisheriger Lernumgebungen eingeschatzt und
verglichen werden. Meist wurden in einer vierten Jahrgangsstufe, fur welche die Kartei konstruiert
wurde, die Raumvorstellung bereits in verschiedenen Kontexten geschult. Man denke z.B. an
Lernumgebungen zu Wadrfelnetzen im Fach Mathematik, aber auch an Wegbeschreibungen,
Zeichnungen des eigenen Schulwegs, Aufgaben zur Orientierung auf der Karte sowie der
Beschaftigung mit und der praktischen Anwendung von Verkehrsregeln im Rahmen der
Mobilitatserziehung im Sachunterricht. Betrachtet man Lerninhalte aus vergangenen Schuljahren,
so ermoglicht dies, im Mathematikunterricht andere Schwerpunkte zu setzen und so neue Aspekte
der Raumvorstellung einzubringen.

Anhand von Netzen des Somawiirfels werden bei der hier vorgestellten Kartei insbesondere die
Teilkomponenten ,Mentale Rotation® und ,Veranschaulichung® auf unterschiedlichen
Niveaustufen geschult.

2.1 Was fordert die Kartei ,Somawiirfelnetze“?

Die Kartei® besteht aus insgesamt 40 Karten in vier Schwierigkeitsstufen. Diese Karten zeigen
unterschiedliche Netze eines Somawirfels. Diese Netze sind jedoch an jeweils einer oder
mehreren Flachen nicht gefarbt. Im Folgenden soll erlautert werden, was durch die zugehérige
Aufgabenstellung ,Farbt die fehlende(n) Flache(n) des Somawdurfelnetzes und notiert eure
Strategien!” von den Lernenden gefordert wird.

a) ,Farbt die fehlende(n) Flache(n) des Somawdrfelnetzes...”

Durch diesen Teil der Aufgabenstellung werden zwei Komponenten des raumlichen
Vorstellungsvermogens gefordert. Durch die Darstellung des Somawdlrfels in Form seines
(unvollstandigen) Netzes, muss, um die fehlende Flache korrekt kolorieren zu kénnen, gedanklich
gefaltet werden (Teilaspekt: Veranschaulichung). Die Kinder miissen Uberlegungen anstellen,
welche Kanten sich beim Zusammenfalten des Wairfelnetzes berthren. Aufgrund der Tatsache,
dass es sich um das Netz eines Somawdurfels handelt, wird es weiterhin erforderlich zu tberlegen,
an welchen Stellen die entsprechenden Kanten sich berihren, denn jede Kante ist durch die
Zusammensetzung des Somawdrfels aus 27 Einzelwdrfeln in drei Abschnitte eingeteilt. Es findet
somit zum einen eine Wiederholung, zum anderen aber auch eine Erweiterung der Kenntnisse und
inneren Vorstellungen zu den bereits behandelten Wurfelnetzen statt. Doch kdnnen mit der
,veranschaulichung® nicht alle Felder gefarbt werden. Spatestens um das mittlere Feld einer
fehlenden Flache zu farben, wird die Fahigkeit der ,mentalen Rotation® gefordert. Auf Grundlage
der zweidimensionalen Abbildung des Somawdlrfels in Form seines Netzes missen nun
Ruckschlusse auf die Raumlage einzelner Teile des Somawurfels gezogen werden. Dabei kdnnen
z.B. Teile aufgrund ihrer Groélie ausgeschlossen oder aber ihre Lage aufgrund der bereits
gefarbten Wirfelflachen des Netzes eindeutig bestimmt werden. Daflir missen die Somateile im
Kopf oder handelnd in verschiedene Lagen gebracht und jeweils mit der zweidimensionalen
Darstellung des Netzes abgeglichen werden. Da nach Franke den Handlungserfahrungen eine
wichtige Bedeutung bei der Entwicklung der Raumvorstellung zukommt™ und auch
Radatz/Rickmeyer davor warnen, zu schnell auf die reine Vorstellungsebene zu wechseln,? ist es
sinnvoll, den Kindern die Teile des Somawiirfels in der Arbeitsphase zur Verfigung zu stellen
(fachdidaktischer Grundsatz des entdeckenden, anschaulichen und handlungsorientierten
Lernens). Um dennoch das gedankliche Rotieren anzuregen, empfiehlt es sich, in der
Arbeitsphase die Regel aufzustellen, dass immer nur zwei Teile des Somawurfels aufeinander
gesetzt bzw. gemeinsam in Handen gehalten werden dirfen, bis das Netz vollstandig gefarbt
wurde. Hat ein Lerntandem das ausgewahlte Somawtrfelnetz vollstandig gefarbt, so kann eine

'®  Die Idee entstand bei der Beschaftigung mit den Spielideen ,Wirfel bauen” (Hirt/Luginbiihl 2003) und ,Soma-Wirfel“ (Winkler
2006). Bei beiden Spielen soll der Somawiirfel aufgrund unterschiedlicher Ansichten zusammengebaut, bei dem Spiel nach Winkler
soll dieser zudem von unten gezeichnet werden. Ich sah in der Form der Darstellung als Somawdirfelnetz den Vorteil, dass bereits
behandelte Aspekte der Einheit aufgegriffen, wiederholt und vertieft werden kénnen.
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Selbstkontrolle durch das Zusammenbauen des Somawdirfels stattfinden. Dabei dient das nun
vollstdndige Netz als Bauplan. Erneut muss dabei im Kopf ein stadndiger Wechsel zwischen
zweidimensionaler Abbildung und dreidimensionaler Realitat stattfinden.

b) ,.... und notiert eure Strategien!*

In den Bildungsstandards Mathematik wird sowohl das ,Kommunizieren® als auch das
JArgumentieren“ als einer von sechs Kompetenzbereichen genannt und konkretisiert.?’
»vorgehensweisen beschreiben” sowie ,Begriindungen formulieren® werden hier u.a. als Standards
genannt. ,Im Mittelpunkt steht die Befahigung zur sachlich korrekten Beschreibung
mathematischer Sachverhalte.“”? Immer wieder wird in der Fachliteratur der Zusammenhang von
Verstehensprozessen und Sprache betont.?® Die Verlangsamung der Gedanken beim Schreiben
kann u.U. zu einer Vertiefung von Erkenntnissen fiihren.?* Gallin/Ruf sprechen davon, dass
flichtige Vorstellungen sich verdichten und durch die Strukturierung dieser bei der
Verschriftlichung bleibende Spuren hinterlassen kénnen.? All diese Aspekte erhalten ber den
zweiten Teil der Aufgabenstellung Einzug in das Arbeiten mit der Kartei. Die Aufgabenstellung
fordert nun auch das Beschreiben und Begriinden genutzter Strategien. Vorgehensweisen missen
von den Lernenden hinterfragt und auf ihre Effizienz hin Gberprift werden. Durch den wiederholten
Einsatz von Aufgaben mit derlei Zielsetzung kann sich langfristig ,eine Kultur des Entdeckens und
Forschens im Mathematikunterricht [...] entwickeln“?®. Neben erlangten Ergebnissen riickt so der
Prozess des Losens ins Zentrum des Interesses. Dabei kann das Beschreiben in mehrfacher
Hinsicht auf unterschiedlichen Niveaustufen stattfinden. Neben der Prazision kann auch die
Nutzung eingeflhrter Fachbegriffe differieren. Ein gemeinsam erstellter Wortspeicher kann den
Kindern beim Beschreiben eine Hilfe sein.

2.2 Welche Vorteile kann das Arbeiten in Lerntandems bieten?

Die Kartei kann durchaus in Einzelarbeit bearbeitet werden, die Aufgabenstellung sieht jedoch aus
verschiedenen Grinden dennoch eine Arbeit in (heterogenen) Lerntandems vor. Lerntandems
werden dabei als Zweiergruppen von Kindern verstanden, die von der Lehrkraft fir diese Einheit
eingeteilt werden. Bildet namlich die Lehrkraft die Tandems, so ist es ihr mdglich, z.B. auf
Erkenntnisse bestimmter Lernausgangslagen, Starken und Schwéachen im sprachlichen oder
sozialen Bereich einzugehen. Die Kinder konnen sich unter Umstanden gut erganzen, sodass auf
diese Weise eine DifferenzierungsmafRnahme durch vorangestellte Uberlegungen geschaffen
werden kann, welche die Lehrkraft im Unterricht stark entlastet. Sprachliche Barrieren kénnen
gemeinsam u.U. leichter Uberwunden werden. Diese Mdglichkeit der heterogenen, im Sinne von
erganzenden, Gruppenbildung geht z.B. bei der Methode der ,Mathe-Konferenzen® im Alltag meist
verloren. Haufig bilden sich hier schnell relativ leistungshomogene Gruppen. Kinder, die lange flr
die Bearbeitung der gestellten Aufgabe brauchen bleiben ,ubrig® und bilden oftmals eine
leistungsschwache Gruppe, in der ein gewinnbringender Austausch schwierig ist.

Weiterhin fordert ein solches Einteilen der Lehrkraft das Soziale Lernen im Klassenverband.
Jede(r) solle mit jeder/jedem auskommen und fir eine absehbare Zeit auch zusammenarbeiten
koénnen.

Weiterhin ist bei der Verschriftlichung von Strategien zu bedenken, dass das adressatenbezogene
Schreiben eine sehr anspruchsvolle Fahigkeit ist.?’ Dabei geht die Fahigkeit der mindlichen
Begriindung der schriftichen meist voraus.?® Dies gilt auch im Fach Mathematik. Durch die
Zusammenarbeit wird die vorherige mindliche Kommunikation gefordert. Im Austausch wird
deutlich, dass Beschreibungen eindeutiger sind, wenn eingeflihrte Fachbegriffe Verwendung
finden. Weiterhin kdbnnen Gedanken sortiert, Vermutungen Uberprift und gemeinsam nach einer
geeigneten Verschriftlichung zielfUhrender Losungswege gesucht werden. Somit wird ,die sozial
21 Vgl. Sekretariat der Stéandigen Konferenz der Kultusminister der Lander in der Bundesrepublik Deutschland (Hrsg.) 2005, S. 7f.
2 Grassmann et al. 2010, S. 29.

3 Vgl. Gallin/Ruf 1998; Bezold 2009; Grassmann et al. 2010, S.28.

2 Fetzer 2011, S. 25.

%5 Vgl. Gallin/Ruf 1998, S. 42.
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27 Vgl. Textkompetenzentwicklungsmodell nach Augst et al. 2007. In: Bremerich-Foss 2009, S. 81-84.
% Selter 2004, S. 23.; Grassmann et al. 2010, S. 29.



konstruierte, gemeinsam geteilte Sichtweise [...] durch den Prozess des Aushandelns
differenzierter und reichhaltiger als das je individuelle Vorverstandnis. Lernfortschritt stellt sich dar
als Teilhabe an diesem sozial konstruierten und sprachlich vermittelten Verstédndnis (Rogoff,
1990).“” Dies unterstiitzt die Erweiterung der allgemein mathematischen Kompetenzen des

-LKommunizierens® und ,Argumentierens®.

2 Pauli/Reusser 2000, S. 5.
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