Infopapier:

Kontinuitat von flachigen Darstellungen

Grundsatzliches

Alle Darstellungsmittel sind einerseits Lernhilfen, da sie mathematische Sachverhal-
te Uber einfuhrende Phasen hinweg verstandlich und kommunizierbar machen. An-
dererseits sind sie aber auch Lernstoff, weil ihre jeweiligen Bedeutungen und die
Formen des Gebrauchs erst erlernt werden mussen. Daher ist ein kontinuierlicher
Einsatz gut ausgewabhlter, miteinander harmonierender Darstellungsmittel Uber die
(Vor-)Schulzeit hinweg wichtig.

Geeignete Darstellungsmittel ...

e verkorpern fundamentale Ideen der Arithmetik;

¢ sind Uber die Schuljahre hinweg fortsetzbar, sodass sie vielfaltig nutzbar sind und sich
ihre Strukturen auf unterschiedliche Inhaltsbereiche und Arbeitsformen anwenden las-
sen;

¢ helfen, die Verfestigung des zahlenden Rechnens zu vermeiden bzw. abzubauen;

e gestatten Ubertragungen in eine von den Schiilern zeichenbare Form, sodass die Zahl-
darstellungen und die arithmetischen Operationen im Kopf vorstellbar sind;

o ermoglichen es den Schilern, eigene Vorgehensweisen zu entwickeln, um diese mit den
Mitschulerinnen und Mitschilern auszutauschen und zu diskutieren;

e zeichnen sich durch Ubersichtlichkeit und leichte Handhabbarkeit aus und verursachen
moglichst geringe Kosten.

Punktefelder und Rechtecke von Klasse 1 bis 8

Das Punktefeldplakat liefert einen Gesamtuberblick Uber die vielfaltigen sowie konti-
nuierlichen Einsatzmoglichkeiten von Punktefeldern und damit verwandten
Rechtecken. Es handelt sich dabei um konkrete Beispiele fur flachige Darstellungs-
mittel, mit deren Hilfe multiplikative Strukturen Uber mehrere Schuljahre hinweg
verdeutlicht werden konnen. Diese Darstellungsmittel spielen also wahrend der ge-
samten Schulzeit — aber durchaus auch davor und danach — eine bedeutende Rolle,
weil sie zu den unterschiedlichsten mathematischen Inhalten zentrale, aufeinander
aufbauende Vorstellungen vermitteln. Demzufolge beinhalten sie viele Analogien, die
von den Schulerinnen und Schulern entdeckt, beschrieben und weiterentwickelt wer-
den konnen.

Das Punktefeldplakat besteht aus vier Bereichen, die aufeinander abgestimmt sind
und Kontinuitat multiplikativer Strukturen von Klasse 1 bis 8 darstellen:
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Bereich oben links: Multiplikation nattirlicher Zahlen

Dieser Bereich visualisiert die Multiplikation von naturlichen Zahlen auf der
Grundlage rechteckiger Punktefelder. Diese Punktefelder sollen nicht nur eine in-
haltlich-anschauliche Vorstellung von der Multiplikation vermitteln, sondern dar-
uber hinaus auch Verwandtschaften zwischen den Multiplikationsaufgaben auf-
zeigen. Dadurch konnen Zusammenhange zwischen den Aufgaben erkannt und
als Rechenstrategien genutzt werden, die spater das Rechnen im ,Grol3en Ein-
maleins® verstandlicher und nachvollziehbarer gestalten.

Bereich unten links: Multiplikation von Bruchzahlen

Die Multiplikation endet selbstverstandlich nicht bei den naturlichen Zahlen. Auch
nach der Grundschule geht es weiter. Die Schulerinnen und Schuler beschaftigen
sich namlich wahrend der Sekundarstufe | mit der Multiplikation in anderen Zahl-
bereichen und dabei ist es aulerst wichtig, dass auf Darstellungsmittel zurtckge-
griffen wird, die bereits aus der Grundschule bekannt sind. Beispielsweise lassen
sich die zuvor genannten rechteckigen Punktefelder dazu verwenden, um Bruch-
zahlen anschaulich darzustellen sowie die Multiplikation in diesem Zahlbereich zu
visualisieren. Allerdings mussen die Punktefelder umgedeutet und teilweise wei-
terentwickelt werden. So wird eine gewisse Anzahl ausgewahlter Punkte nun im-
mer in Relation zu der gesamten Anzahl von Punkten innerhalb eines Punktefel-
des gesehen. Daraus ergeben sich mathematische Begriffe wie Anteil und Gan-
zes, die fundamental fur das Verstandnis von Bruchzahlen und der Bruchrech-
nung sind. In diesem Zusammenhang kann es sogar sinnvoll sein, Punktefelder
als Rechtecke zu verallgemeinern, weil die gleichmalige Einteilung eines allge-
meinen Rechtecks besser verandert werden kann als die eines Punktefeldes. Das
macht sich nicht nur beim Vergrobern und Verfeinern von Einteilungen bemerk-
bar, die eine Vorstellung vom Kurzen und Erweitern von Brichen vermitteln. Noch
deutlicher wird der Vorteil dieser Verallgemeinerung, wenn man Anteile vervielfa-
chen (Multiplikation einer naturlichen Zahl mit einer Bruchzahl) oder den Anteil
von einem Anteil (Multiplikation zweier Bruchzahlen) bilden mochte.

Bereich oben rechts: Rechengesetze der Multiplikation

Dieser Bereich zeigt, wie rechteckige Punktefelder auf verschiedenste Weisen so
umgebaut und strukturiert werden konnen, dass sich daraus mehrere Rechenge-
setze der Multiplikation ergeben. Wenn zum Beispiel ein Feld aus drei Reihen mit
jeweils funf Punkten (formal: 3 « 5) um 90° gedreht wird, dann erhalt man ein Feld
aus funf Reihen mit jeweils drei Punkten (formal: 5 ¢ 3), wobei die Anzahl samtli-
cher Punkte trotz der Bewegung unverandert bleibt. Es handelt sich hierbei also
um eine anschauliche Deutung des Kommutativgesetzes der Multiplikation. Beim
Konstanzgesetz der Multiplikation findet in anschaulicher Hinsicht ebenfalls eine
Bewegung des Punktefeldes statt, allerdings wird dabei eine vollkommen neue
rechteckige Form geschaffen. Das ursprungliche Punktefeld wird namlich in
gleich groRRe Stucke eingeteilt (halbiert, gedrittelt, usw.) und diese Einzelteile wer-
den an eine andere Stelle des Feldes verschoben. Dadurch erhalt man ein neues
Punktefeld, das jedoch weiterhin dieselbe Anzahl an Punkten aufweist. Etwas an-
ders verhalt es sich beim Assoziativgesetz der Multiplikation sowie beim Distribu-
tivgesetz. Dort werden zwar keine Einzelteile des Punktefeldes bewegt, aber da-
fur infolge von Handlungen des Zerlegens und Gruppierens gerade erst erzeugt.
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Diese erzeugten Einzelteile stehen in einer bestimmten Beziehung zur Gesamitfi-
gur und mit ihrer Hilfe lasst sich die gesamte Anzahl an Punkten besser ermitteln.
So koénnte man zum Beispiel hinsichtlich des Assoziativgesetzes ein Punktefeld
aus sechs Reihen mit jeweils funf Punkten entweder so zerlegen, dass man drei
gleich grolRe Gruppen erhalt, die jedes Mal aus zwei Reihen mit jeweils funf Punk-
ten bestehen (formal: (2 « 5) + 3). Oder man teilt das Punktefeld in nur zwei Grup-
pen ein und jede Gruppe besteht aus drei Reihen mit jeweils funf Punkten (for-
mal: 2 + (5 « 3)).

Bereich unten rechts: Distributivgesetz

Zwar lernen die Schuilerinnen und Schuler das Distributivgesetz bereits wahrend
der Grundschulzeit im Sinne einer Rechenstrategie zur Losung komplexerer Mul-
tiplikationsaufgaben kennen, jedoch wird dieses Gesetz in der Sekundarstufe |
wiederaufgegriffen, verallgemeinert und weiterentwickelt. Zur Verallgemeinerung
des Gesetzes dienen insbesondere Rechtecke, die sich flexibler entlang ihrer Sei-
ten zerlegen lassen. Das Malkreuz ist in diesem Zusammenhang ebenso ein
ideales Mittel, um die zerlegten Seitenlangen formal darzustellen und sowohl die
Grollen der Teilflachen als auch die Flachengrofle des gesamten Rechtecks ta-
bellarisch zu bestimmen. Im weiteren Verlauf der Sekundarstufe | konnen die fla-
chigen und tabellarischen Darstellungsmittel sogar zur Deutung der Binomischen
Formeln genutzt werden. Es handelt sich namlich bei den Binomischen Formeln
um besondere Spezialfalle des Distributivgesetzes.
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